Capitulo 4

Soluci 6n de la Ecuaci on de Estado y
Realizaciones

4.1. Introducci 6n

Vimos que los sistemas lineales pueden representarse mediante integrales de convo-
lucién vy, si son de dimensién finita (a pardmetros concentrados), también mediante ecua-
ciones de estado. En este capitulo veremos cémo encontrar soluciones de estas ecuaciones
(solucién de la ecuacion de estado), y como transformar modelos en matriz transferencia a
ecuaciones de estado (realizacion).

Veamos antes brevemente cémo calcular soluciones cuando uno tiene una descripciéon
entrada/salida del sistema. Lamentablemente, no existe forma analitica simple de resolver
la integral de convolucién

t
y(t) = /t g(t, u(t)dr. (4.1)
0
La forma mas facil es calcularla numéricamente en una computadora digital, para lo cual
hay que aproximarla primero mediante una discretizaciéon. Una forma de discretizar (4.1)
es en la forma

y(kA) = i e(kA, mA)u(mA)A, (4.2)

donde A es el paso de integracion. La ecuacion (4.2) es basicamente la ecuacién de convolu-
cién discreta que discutimos en §2.6.1.

En el caso lineal y estacionario, también podemos usar la representacién en dominio
Laplace 7(s) = ¢(s)#i(s) para calcular la solucién. Si el sistema es de dimensién infinita,
¢(s) no va a ser una funcién racional de s. Salvo casos especiales, resulta més facil calcular
la solucién directamente en dominio temporal de una discretizacién del tipo (4.2).

Cuando el sistema es lineal, estacionario y de dimension finita, entonces §(s) es una fun-
cién racional de s. Si #1(s) también es racional, el calculo de y(t) se reduce a calcular polos,
hacer expansién en fracciones simples, y finalmente usar una tabla de transformada La-
place. En MATLAB estas operaciones pueden hacerse con las funciones roots y residue
Hay limitaciones, sin embargo, cuando existen polos repetidos, que pueden hacer que la
solucién sea muy sensible a errores de cémputo. En consecuencia, la transformada Laplace
no es un método eficiente en computadoras digitales.

En este capitulo vemos la forma maés eficiente de calcular y(t): obtener primero una
representacion en EE de (4.1) (es decir, hacer una realizacion en EE), y luego resolver las
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ecuaciones

#(t) = A(D)x(t) + B(t)u(t) (4.3)
y(t) = C(H)x(t) + D(H)u(t). (4.4)

Consideraremos primero el caso estacionario y luego el caso inestacionario.

4.2. Soluci 6n de Ecuaciones de Estado Estacionarias

Empezamos con el caso estacionario (invariante en el tiempo), es decir: A, B, C, D cons-
tantes. Queremos determinar la solucién x(t) de la ecuacion

#(t) = Ax(t) + Bu(t) 4.5)

para un estado inicial x(0) y entrada u(t), t > 0 dados. Una forma de encontrar la solucién
en este caso, como es simple, es “probar” con una solucién candidata y ver si satisface la
ecuacion. Por ejemplo, para si el sistema fuera escalar,

x(t) = ax(t),

sabemos que la solucién tiene la forma x(t) = ¢”x(0). No es mala idea entonces suponer
que x(t) en (4.5) va a involucrar a la exponencial matricial e?’.

Multipliquemos entonces (por derecha) ambos lados de la ecuacién (4.5) (escrita en la
variable T, que va a ser nuestra variable de integracion) por la matriz e~“7. De esta opera-
cién obtenemos

e % (1) — e AT Ax(T) = eV Bu(7)
(;iq_ (e *"x(t)) = e *"Bu(t).

La integracion de esta tltima ecuacién entre 0y t da

=

t
e’ATx(T)‘t :/ e "Bu(T)dT,

=0 0

o lo que es lo mismo,
t
e Mx(t) —e’x(0) = / e ""Bu(T)dr.
0

At eAt

Como lainversadee " ese® y e’ = I, como vimos anteriormente, finalmente arribamos a

que la solucién de (4.5) es

x(t) = e*x(0) + /t e =" Bu(t)dr. (4.6)
0

La ecuacién (4.6) es la solucién general de la ecuacion de estado (4.5). Suele referirse
como la formula de variacién de los pardmetros. La substituciéon de (4.6) en la ecuacién de
salida (4.4) expresa y(t) en la forma siguiente, que evidencia la superposicion de la respuesta
a entrada nula y la respuesta a condiciones iniciales nulas:

y(t) = Cetx(0) + C/t eI Bu(1)dt + Du(t), (4.7)
0



4. Solucién de la Ecuacién de Estado y Realizaciones Notas de CAUT2 - 47

Como adelantdramos en §4.1, la solucién de la ecuacién de estado también puede cal-
cularse en el dominio frecuencial haciendo la transformada de Laplace de (4.3) y (4.4) y
resolviendo las ecuaciones algebraicas obtenidas:

#(s) = (sI — A) ™ [x(0) + Ba(s)]
(s) = C(sI — A) "' [x(0) + Bii(s)] + Dii(s).

Las formulas (4.6) o (4.7) requieren la exponencial matricial e/. Como vimos, ¢ puede
calcularse en mds de una forma, entre otras,

1. Usando el Teorema 3.4 del Capitulo 3, evaluando f(A) = e* en el espectro de A, y
calculando los coeficientes del polinomio matricial /(7).

2. Encontrando la forma de Jordan de A = QJQ™!, usando la féormula explicita de ¢/’ al
final de § 3.6.4, y después haciendo e/ = Qe/'Q 1.

3. Como L[e?] = (sI — A)7!, calculando la inversa de (sI — A) y antitransformando.
Ejemplo 4.1. Consideremos la ecuacion

() = [(1’ :ﬂ x(t) + m u(t)

Su solucién esta dada por la ecuacion (4.6). Calculamos e por el método 3; la inversa de
sl —Aes

ct-art =[5 L) - 1]
- ST A

La matriz e’ es la antitransformada Laplace de (sI — A)~!, que obtenemos expandiendo
en fracciones simples y usando una tabla de transformada Laplace (0 en MATLAB con el
symbolic toolbox con la funcién ilaplace ).

) _ _ _
1 s te™! (1—t)et|"

(s+1)2  (s+1)2
Finalmente, usando la férmula de variacién de los pardmetros (4.6)

(1 +t)e7txq(0) — tetx2(0) — [o(t = )e"Du(t)dT
)= [Fato) £ nenson] * L™ e B atrree]

4.2.1. Comportamiento asint 6tico de la respuesta a entrada nula

De la forma de ¢/’ donde | estd en forma de Jordan podemos deducir el comportamiento
asintético de la respuesta del sistema a condiciones iniciales. Consideremos un sistema
cuya matriz | = Q" 'AQes

A1 0 0 0
0 A 1 0 0
=10 0 A 0 0
0 0 0 A O
00 0 0 A
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La respuesta a entrada nula de x%(t) = Ax(t) + Bu(t) es x(t) = e?'x(0), donde ya conoce-
mos la expresion en forma cerrada para e

eMt teMt 2eME/2 0 0

0 Mt teM 0 0
M=Ql0 0 M 0 o0|Q!

0 0 0 et 0

0 0 0 0 e

Vemos que cada elemento de e’ serd una combinacion lineal de los términos {eM!, tef, t2eM!, ¢!},
que surgen de los autovalores de A y sus multiplicidades.
Podemos asi deducir que

= Si todos los autovalores de A, repetidos o no, tienen parte real negativa, |[e?|| — 0
cuando t — oo; la respuesta de extingue.

» Si algiin autovalor de A tiene parte real positiva, |e/!|| — oo cuando t — oo; la
respuesta crece en forma ilimitada.

» Siningtn autovalor de A tiene parte real positiva, y los autovalores con parte real cero
son de multiplicidad 1, ||e?]] < a cuando t — oo para alguna cota a € R; la respuesta
permanece acotada.

» Si A tiene autovalores con parte real cero de multiplicidad 2 o mayor, |[e?|| — oo
cuando t — oo; la respuesta crece en forma ilimitada.

Estas conclusiones son vélidas en general para la respuesta de un sistema x(t) = Ax(f).

Ejemplo 4.2 (Oscilador arménico). Para el oscilador arménico, donde
0 1
=[5

-1
. -1 __|S —1 - 1 S 1
(SI A) — [1 S :| — %) +1 |:_1 S:|

At cost sent
et = .
—sent cost

obtenemos

de donde

La respuesta a entrada nula x(t) = e#'x(0) sera oscilatoria.

4.2.2. Discretizaci 6n

Una aplicacién directa de la féormula de variacion de los pardmetros es la discretizacion
de sistemas para simulacion o disefio de controladores digitales. Dado que la gran mayoria
de los sistemas de control se implementan en forma digital, serd necesario en alguna etapa
del disefio discretizar; bien el controlador en tiempo continuo disefiado en base a un mo-
delo en tiempo continuo de la planta, o bien la planta en tiempo continuo misma a fin de
realizar el disefio del controlador discreto en forma directa.

La Figura 4.1 ilustra una planta en tiempo continuo con los conversores
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» analégico/digital, o muestreador, que convierte la sefial medida en tiempo continuo y/(t)
en una secuencia de valores discretos y[k], aptos para ser procesados en una compu-
tadora digital; y

= digital/analdgico, o bloqueador, que convierte la secuencia discreta de control u[k] pro-
ducida por el controlador digital en la entrada analdgica u(t) a la planta.

Vamos a asumir por simplicidad que ambos conversores operan en sincronismo y con un
periodo regular T.

Figura 4.1: Esquema de discretizaciéon de un sistema en variables de estado

Consideremos el sistema en tiempo continuo G dado por sus EE
X(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t)
y(t) = C(H)x(t) + D()u(t).

Pretendemos obtener un modelo discreto G; en EE asumiendo un bloqueador de orden cero
(D/A) ala entrada y un muestreador ideal (A /D) a la salida, que son los casos mas simples
de estos conversores. La ley de conversién del bloqueador de orden cero es

u(t) =ulk], vtelkT,(k+1)T),
mientras que la ley de conversién del muestreador ideal es
ylkl = y(kT).

Discretizaci 6n simple pero inexacta

Hagamos primero un enfoque intuitivo. La forma mds simple de obtener un modelo
discreto de este sistema es usando la aproximacién de la derivada

t+T)—x(t)
T

x(t) ~ X

para obtener x(t + T) = x(t) + Ax(#)T + Bu(t)T. Si s6lo nos interesa la evolucion del sis-
tema en los instantes t = kT, k = 0,1,2..., llegamos al modelo

x[k+1] = (I + AT)x[k] + BTulk]. (4.8)

El modelo discreto (4.8) es simple de obtener, pero inexacto atin en los instantes de muestreo.
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Discretizaci 6n exacta

Podemos obtener un modelo discreto exacto del sistema continuo usando la férmula
de variacién de los pardmetros (4.6) que da la solucién general de la EE. Para empezar,
notemos que la salida del bloqueador de orden cero (D/A) se mantiene constante durante
cada periodo de muestreo T hasta la proxima muestra,

u(t) =u(kT) = ulk] parat:kT <t < (k+1)T.
Para esta entrada seccionalmente constante, evaluamos el estado del sistema continuo en

el instante de muestreo t = (k+1)T,

x[k+1] 4L ((k-l—l) ) A(k+1)T +/k+1 ((k+1)T— T)Bu( )dT

(k+1)T

KT
— AT (eAka(O) +/ eA(kTT)Bu(T)dT) +/ A DT=") By (k] d
0 k

T

-~

x[k]

= eMx[k] + (/OT eA“dU) Bulk],

donde en la tltima linea usamos o = (k+ 1)T — 7. Asi llegamos al modelo discreto

x[k 4+ 1] = Agx[k] + Byu[k]

ylk] = Cax[k] + Daulk], (4.9)

donde

T
Ay =T, B; & / eATdTB
0

>

C; £C, D, £ D.

El modelo (4.9) da el valor exacto de las variables en t = kT.
Usando laigualdad A [ e4"dt = eAT — I, si A es no singular podemos computar B, con

la férmula
B;=A'(A;—I)B.

Un método mejor, que vale para toda A, surge del siguiente resultado

Teorema 4.1 (Van"Loan [1978]). Sean dados los enteros positivos 1, n, tales que ny +n, =
n. Si definimos la matriz triangular n x n

_[A B
C_{o AJ

donde A; € R"*™M, A, € R™*" y B; € R"*™, entonces parat > 0
R() Gt Al
et = { ] ,  donde( K (t) =
Gi(t) = teAlTB e2(t=7dr,

Aplicando el teorema para C = [4 5] obtenemos A; = Fi(T) y By = G1(T). La funcién
MATLAB [Ad,Bd] = c2d(A,B,T) calcula A; y B; de estas expresiones.
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4.3. Ecuaciones de Estado Equivalentes

La descripcion en EE para un sistema dado no es tinica. Dada una representaciéon en EE,
un simple cambio de coordenadas nos lleva a una representacioén en EE distinta equivalente
del mismo sistema.

Ejemplo 4.3. Sea el circuito RLC de la Figura 4.2, donde R =10, L = 1H y C = 1F. Como
salida tomamos la tensién en el capacitor. Si elegimos como variables de estado la tensién

Figura 4.2: Circuito RLC

en la resistencia y la tensién en el capacitor, obtenemos la descripcién en EE

MR MG
y=1[0 1] [ij

Si en cambio elegimos las corrientes de lazo X; y ¥, obtenemos

N[0 =1 [x 1
B L
_ RS
]/ - [1 1] LZJ :
Las dos descripciones en EE valen para el mismo circuito. De hecho puede verificarse que

e Y %l esdecir x=P% o x=P 'x.
X 1 -1 X2

La matriz P (no singular) representa un cambio de coordenadas o transformacién de equiva-
lencia.

Definicién 4.1 (Transformacién de Equivalencia). Sea P € R"*" una matriz no singular, y
sea ¥ = P~'x. Entonces la EE

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t).

donde A = PAP~!,B = PB,C = CP~!,D = D, se dice (algebraicamente) equivalente a la EE
en x con las matrices A, B,C, D, y x = PX es una transformacion de equivalencia.
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Por lo visto en el repaso de Algebra Lineal, las matrices A y A son similares y comparten
los mismos autovalores con la misma estructura de autovectores.!

La funcién MATLAB [Ab,Bb,Cb,Db] = ss2ss(A,B,C,D,P) realiza transformacio-
nes de equivalencia.

4.3.1. Equivalencia a estado cero

Dos descripciones en EE estacionarias son equivalentes a estado cero si tienen la misma
matriz transferencia,

C(sl—A)'B+D=C(sI—A)'B+D. (4.10)
Usando la expansion en series?

LA

A2
[—A) == —
(s ) tat

53 “+ .-

vélida para todo s que no sea un autovalor de A, podemos escribir (4.10) como
D+CBs ' +CABs 2+ ---=D+CBs '+ CABs2+---

Teorema 4.2 (Equivalencia a Estado Cero). Dos EE lineales y estacionarias {A, B,C, D}
y {A,B,C,D} son equivalentes a estado cero sii D = D y CA"B = CA™B, para m =
0,1,23,...

4.3.2. Parametros de Markov

La matriz D representa la ganancia estatica directa del sistema. Cuando D = 0, la matriz
transferencia se reduce a G(s) = C(sI — A) !B, que no es otra cosa que la transformada
Laplace de la respuesta al impulso

G(t) = Ce™B.
Los coeficientes
CB = G(0)
CAB = G'(0)
CA’B = G"(0)

son las derivadas de la respuesta al impulso en el origen, y se llaman pardmetros de Markov.
En otras palabras, dos sistemas en EE son equivalentes a estado cero

& sus respuestas al impulso son idénticas .

& sus ganancias estaticas y sus pardmetros de Markov son idénticos.

Dado que la forma de Jordan es tinica, salvo reordenamientos de filas y columnas.
2Surge de evaluar matricialmente la funcién f(A) = (1 —A/s) P =1+ A/s + A2 /s> + A3/s3 + - - -.
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Es claro que equivalencia algebraica implica equivalencia a estado cero. Pero que dos
sistemas tengan la misma matriz transferencia no implica que tengan la misma descripcién
en EE.

Ejemplo 4.4 (Equivalencia algebraica Z equivalencia a estado cero). Los sistemas

#(t) = {8 _11} () + m u(t) () = u(t)

y(t) = [1 1] x(t) y(t) = x(t).

son equivalentes a estado cero, ya que para ambos D = 0y CB =1, CA"B = 0 para todo
m > 1,y por ende, tienen la misma funcién transferencia, G(s) = 1/s. No son, sin embargo,
algebraicamente equivalentes (tienen distinta dimensién).

4.4. Formas Can Onicas

Existen formas particulares de las EE que presentan caracteristicas ttiles. Estas formas
se llaman candnicas y discutimos tres:

» Forma candnica modal,
» Forma candnica controlable,

» Forma candnica del controlador.

4.4.1. Forma can 6nica modal

La forma canénica modal es aquella en la que la matriz A del sistema esta en forma de
Jordan. Como ya vimos, la matriz de cambio de base Q se forma apilando los autovectores
y autovectores generalizados del sistema. Recordemos la salvedad cuando hay autovalores
complejos A1, = 0 £ jw, 0, w € R — naturalmente conjugados ya que A es real — con
autovectores v1, = r £ ju,r,u € R",: En vez de apilar v; y v, en Q hay que usar r y u para

o w

obtener la forma de Jordan real con el bloque [ %, & ].

Ejemplo 4.5. La matriz

0O 0 2
A=|-2 2 2
0 -1 2

tiene autovalores Ay = 1+ j, A, =1 — j, y A3 = 2, respectivamente con autovectores

1 1 1 1 1
01 = 1 —j 1 , 0Oy = 1 —|—] 1 , O3 = 0
1 0 1 0 1

La matriz de cambio de base Q = H :0% (ﬂ la lleva a la forma de Jordan real

1
Q'+AxQ=|-1
0

O R -
N O O
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4.4.2. Forma can Onica controlable

Presentamos esta forma candnica para el caso de una sola entrada de control, es decir
B € RR". Esta forma candnica se obtiene seleccionando como matriz de cambio de base
C =B, AB,..., A" 'B], que lleva a la matriz A a una forma companion,

00 ...0 —a 1
10 ... 0 —ay 0

cltac=101 ... 0 -2, (C'B=|0],. (4.11)
00 ... 1 —o | 0

Obviamente se requiere que la matriz C sea no singular (lo que veremos sucede si el sistema
es controlable).

Esta forma canénica tiene una relacién uno a uno con el polinomio caracteristico de A,
det(AI — A) = A"+ g A" L+ oA 2 + -+ o 1A + o

En MATLAB la funcién [Ac,Bc,Cc,Dc] = canon(A,B,C,D,’modal’) genera la
forma canénica modal y canon(A,B,C,D,’companion’) la forma candnica controlable.

4.4.3. Forma can Onica del controlador

Una forma canénica similar a la controlable (4.11), pero mas conveniente para disefio
de control, es la del controlador. Esta estd dada por (caso SISO)

[0 1 0 ... 0] 0]

0 0 1 ... 0 0

Ql'AQ=| : : o i, Q'B=|:
0 0 0o ... 1 0

|~ —Qp1 —&pp ... 0 1_

La matriz de cambio de base es Q = CR, donde C = [B, AB, ..., A" 'B]y

X1 Xy—2 ... KXo X 1

Xy Xy—3 ... X 1 0

R = . .
[2%) [24] ... 0 0 O

x 1 ... 0 0 0

1 O ... 0 0 O

La derivacién del caso multientrada es complicada [ver Rugh, 1995, §713]; volveremos a
ella en el Capitulo 6.

Ejemplo 4.6. Consideremos un sistema cuyas matrices A y B son

1 23 0
A=10 2 1}, B=|1
1 0 3 1
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Calculamos la matriz C = [B, AB, A?B] con la funcién MATLAB ctrb(A,B) , y R con el
polinomio caracteristico de A, poly(A) , A(A) = A% —6A? +8A —2

0 5 20 8 -6 1
C=113 9], R=]|1-6 1 0
1 3 14 1 0 0
de donde obtenemos
0 1 0 0
(CR)'A(CR)= [0 0 1], (CR)'B= |0
2 -8 6 1

4.5. Realizaciones

Como vimos, todo sistema lineal estacionario (invariante en el tiempo) puede describir-
se por una representacion entrada-salida con matriz transferencia

A

§(s) = G(s)as),
y si el sistema es de dimension finita, también por una representacién interna en EE

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t).

Cuando tenemos las EE, {A, B,C, D}, la matriz transferencia puede calcularse en forma
tinica como G(s) = C(sI — A)~'B + D. El problema inverso, de obtener las EE {A, B,C, D}
de G(s), se llama problema de realizacién. Diremos que una matriz transferencia G(s) es rea-
lizable si existe una EE con {A, B,C, D} tales que G(s) = C(sI — A)~'B + D, y el cuddruplo
{A,B,C, D} se dice una realizacion de G(s).

Como vimos con el Ejemplo 4.3, si existe una realizacion, existen infinitas, ya que un
simple cambio de coordenadas lleva a una descripcién en EE equivalente. Mds atin, dos
sistemas en EE no necesariamente de la misma dimensién pueden tener la misma funcién
transferencia.

Para analizar el problema de realizabilidad necesitamos introducir el concepto de fun-
cién transferencia propia.

Definicién 4.2 (Funcién transferencia propia). Una funcién transferencia racional (cocien-
te de polinomios) es propia si el grado del polinomio numerador no supera (es menor o
igual) al grado del polinomio denominador. Si el grado del numerador es estrictamente
menor que el del denominador, la funcién se dice estrictamente propia.

La definicién de funcién transferencia propia se extiende naturalmente a una matriz
transferencia, que es (estrictamente) propia si todos sus elementos son funciones racionales
(estrictamente) propias.

Teorema 4.3 (Realizabilidad). Una matriz transferencia G(s) es realizable < G(s) es una
matriz racional y propia.
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Demostracion. (=) Si G(s) es realizable, entonces existen matrices {A, B,C, D} tales que

G(s)=C(sI—A)'B+D

1 .
Si A es nxmn, det(sI — A) es un polinomio de orden n. Como cada elemento de
adj(sI — A) es el determinante de una submatriz (n — 1) x (n — 1), Cadj(sI — A)B
es una matriz de polinomios de a lo sumo grado n — 1. Asf (sI — A)~!B es racional y
estrictamente propia, y si D # 0, G(s) racional y propia.

(«<=) Si que G(s) es una matriz racional propia g x p descomponemos G(s) = G(oo) +
Gep(s), donde G,,(s) es la parte estrictamente propia de G(s).
Definimos d(s) = s" + aqs" ' 4+ - - - + a_15 + &, como el polinomio ménico minimo
comtn denominador de los elementos de G,,(s). Entonces podemos expresar
1

éep(s) - @ [ler—l + Ner_Z + -4 Nr,15 + Nr] ,

donde las N; son matrices constantes g x p. Entonces no es dificil probar que el con-
junto de EE en forma canénica del controlador

[0 I, 0 ... 0 ] 0]
0 0 L, ... 0 0
x(t) =] : : b x4 || u()
0 0 0 T 0
_—(X;flp _‘Xr—llp _‘Xr—ZIp N —(Xllp_ _Ip_
y=[N, Nooi Noo ... Ni]x(t)+ G(oo)u(t)

es una realizaciéon de G(s), finalizando la demostracion.
[l

Entonces, una matriz transferencia G(s) es realizable sii G(s) es racional y propia. En la
prueba del Teorema 4.3 tenemos una forma de obtener las matrices A, B, C de la realizacion
(D es directamente G(c0)). En el caso SISO esta forma es particularmente simple y se reduce
a la forma candnica del controlador

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
X(t) = | 5 oo x| @) (4.12)
0 0 0 1 0
|~y — &1 —Qpp o —O | 1]
y(t) = [Bn Bu1 Buz --- Bi]x(t) (4.13)
correspondiente a una funcién transferencia G(s) dada por
n—1 n—2 .
G(S) _ /315 +/325 + +[5n

s"+ous" T opst 2t tay
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La misma funcién transferencia corresponde a la forma canénica alternativa del controla-
dor

] - 1
- a1 Oy
1 0 - 0 0 0
0
x(ty= 0 1 0 0 | x(t)+ 0 u(t)
0
0o 0 - 1 0 | 0

y(t)=[B1 B2 Bs -+ Bu1 Bul x(t).

En el caso SIMO (una entrada y varias salidas) la forma es también simple; la tnica
modificacion en la ecuacién (4.12) es en la ecuacién de salida

ﬂln /313 ﬂ12 ﬁll

y(t) = /3:271 /3:23 B2z 5.21 x(#) (4.14)

Bpn e ﬁpS ﬁpZ ﬁpl
para y € R?, que corresponde a la matriz transferencia

B118" 1+ B1as" 2+ - + B
Ba18" L+ Bops™ 2 4+ - - + Bay

A ﬁplsnil + ﬁpzsn72 + cte _'_ ﬁpn
G(S) - n n—1 n—2
s"+os"T F sty

La realizacién SISO (4.12)-(4.13), 0 la SIMO (4.12)-(4.14), pueden escribirse directamente

por inspeccion de la matriz transferencia G(s).

¢Coémo encaramos el caso MIMO? Puede considerarse como la superposicién de varios
SIMOs, por ejemplo dividiendo la matriz transferencia en columnas y realizando las co-
lumnas por separado (cada columna corresponde a un subsistema SIMO), como se ilustra

en la Figura 4.3,

1(s) C:;H(S) C:;u(s) C:;lm(s) 1(s)
a(s) _ Ga(s) Gafs) -+ Gom(s)| | f2(s)
3] [Gn(s) Cals) o Couls)] [n(s)
— [Garls) Ceals) Gen(s)] ”ZES

m(s)
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Figura 4.3: Representacién de un sistema MIMO por columnas

Si A;, Bi, Ci, D; es la realizacion de la columna Ge;i(s),i = 1,...,m, de G(s) entonces una

realizacién de la superposicion es

X1 A, 0 - 0

X2 0 A, --- 0

Xn 0 0 Am_
y= [Cl G Cm}

X1
X2

Xim
X1

X2

Xm

B, 0 --- 0] [u
0 By -+ 0] |u

+ . . . . .
0 0 Bm_ U

"

u

+[Dy D, D] |
_um

De forma similar, la realizacién de un sistema MIMO también se puede encarar, mu-
tatis mutandis, como la superposicion de varios sistemas MISOs subdividiendo la matriz

transferencia por filas.

Ejemplo 4.7. Consideramos la matriz transferencia

45—10 3
o) =|
| (2s+1)(s+2)  (s+2)2
_[2 0} = —]
10 0 1 s+1
L (2s+1)(s+2)  (s+2)?
i —6(s+2) 3(s+2)
S L B
00 213511 (s+2)2

Realizamos la parte estrictamente propia de (4.15) por columnas.

L5 -

$2+3s+1

(4.15)
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Finalmente superponemos las realizaciones de las columnas de G(s) para obtener su reali-
zacién completa.

[0 1 0 0 00
X1 —1 —% 0 0 _Xl 4 10 ui
Xo o 0 0 0 1 _X2 00 Un
0 0 —4 —2 01 (4.16)
o _—12 —6 6 3 X1 20 Uuq
Y=lo 1 1 11 {xz_ + {0 o} {uz}

45.1. Realizaci 6n Minima

Los métodos vistos para obtener una realizacién de una matriz transferencia (por co-
lumnas, por filas, etc.) dan en general realizaciones de distintos 6rdenes. Cabe preguntarse
si serd posible obtener una realizacién que tenga el menor orden posible, que implicara,
en general, el modelo en EE mds simple. Para toda matriz transferencia realizable existen
siempre realizaciones de orden minimo, llamadas realizaciones minimas. Estas realizaciones
son no s6lo equivalentes a estado cero entre si, sino también algebraicamente equivalentes.

Las realizaciones minimas estdn intrinsecamente relacionadas con las propiedades de
controlabilidad y observabilidad del sistema que estudiaremos en El Capitulo 6. La funcién
MATLAB[Am,Bm,Cm,Dm] = minreal(A,B,C,D) lleva una realizacién dada {A, B, C, D}
de G(s) a una realizacién minima.

45.2. Sistemas Discretos

Como es facil de ver, los conceptos y la teoria de realizaciones que vimos hasta aqui s6lo
dependen de las matrices {A,B,C,D} y su relacién con la matriz transferencia G(s) =
C(sI — A)"'B + D. Evidentemente entonces, estos conceptos y teoria se aplican también,
sin modificaciones, a sistemas de tiempo discreto.

4.6. Soluci 6n de Ecuaciones de Estado Inestacionarias

Pasemos ahora a analizar el caso inestacionario. Sea entonces el sistema inestacionario
descripto por las EE

x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t)

y(t) = C(£)x(t) + D(t)u(t),
para el que asumimos que existe una solucién tnica para cada condicién inicial x(#() y ca-
da entrada de control u(t). La solucién de las ecuaciones (4.17) es l6gicamente mas dificil
de obtener que en el caso estacionario, pero veremos que la experiencia obtenida va a ser

de utilidad. Antes de encarar el caso més general, con entrada, tratemos solamente la res-
puesta a condiciones iniciales, es decir, el sistema homogéneo

#(t) = A(H)x(t) (4.18)

Vamos a mostrar primero por qué el método aplicado para deducir la solucién en el caso
estacionario no sirve. Vale recordar de la teoria de ecuaciones diferenciales que una condi-
cién suficiente para la existencia y unicidad de solucién de (4.18) es que la funcién matricial
A(t) sea una funcién continua de t. Es decir,

(4.17)
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Para cada par (o, x(t)), la ecuacion lineal (4.18) con A(t) con-
tinua tiene una solucién tinica y continuamente diferenciable.

En el caso estacionario x(t) = Ax(t) lo que hicimos fue extender la solucién de la ecua-
cion escalar %(t) = ax(t) para mostrar que la solucién general era x(t) = e?'x(0), usando
la propiedad de conmutatividad de A con e en

d 4

dte = Aet = MA.

Ahora, para el caso inestacionario sabemos que la solucién de la ecuacion escalar ines-
tacionaria x(f) = a(t)x(t) con condicién inicial x(0) es

x(t) = el ey (0). (4.19)

Sabemos ademaés de la propiedad
d [da(t)dr fda(t)dr [da(t)dr
Fr =a(t)el = elo a(t).

Probemos a ver si funciona extender directamente (4.19) en forma matricial. Escribimos
(4.19) en forma matricial como

x(t) = el ATy (),
donde la exponencial matricial elo Alr)dT puede expresarse como
2

—1+/ Tyt + = (/OtA(T)dT) +oe

La extension de la solucion escalar al caso matricial 7o es véalida en el caso inestacionario
pues

%efo’f‘(ﬂm — A+ %A(t) (/OtA(T)dT) + % </OtA(T)dT> Al +---
# A(t)eh At

dado que para distintos tiempos ¢ y 7 las matrices A(t) y A(7) son distintas, y por en-
de en general no conmutan, A(t)A(t) # A(7)A(t). Concluimos que en general, x(f) =
eo ATy (0) no es una solucién de x(t) = A(t)x(t) y debemos usar otro método para deri-
varla. El método que usaremos requiere la introduccién de la matriz fundamental del siste-
ma.

4.6.1. Matriz Fundamental

Consideremos
x(t) = A(t)x(t), (4.20)

donde A(t) € R"*" es una funcién continua de t. Entonces para cada condicién inicial x (o)
existe una tnica solucién x(t). Si tomamos un conjunto de n condiciones iniciales x(ty) =
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v; € R",i=1,2,...,n, obtendremos 1 soluciones x(t; v;).> Apilemos estas n soluciones en
una matrizn X n

X(t) = [x(v1) x(v2) -+ x(t0,))] € R paracada t.

Dado que cada x(t; v;) es una solucion de (4.20), no es dificil ver que la matriz X () a su vez
satisface la ecuaciéon

X(t) = A(t)X(t) con condicién inicial X(tp). (4.21)

Si X(tp) es no singular (es decir, las n condiciones iniciales x;(ty) son LI), entonces X(t) se
dice una matriz fundamental del sistema (4.20).

Ejemplo 4.8. Consideremos la ecuacién homogénea

) = {? 8} x(b). (4.22)

La solucién de la primer componente x;(t) = 0 es x1(t) = x1(0); la solucién de la segunda
componente ¥%;(t) = tx;(t) es x,(t) = [; Tx1(T)dT + x2(0) = £2/2x1(0) + x2(0).

Para condiciones iniciales x(0) = v; = [}] y x(0) = v, = [}] tenemos respectivamente
las soluciones

x(t;vl):[tzl/z] y x(t;vz):[t2/21+2].

Como los estados iniciales v; y v, son linealmente independientes,

1 1
X(t) = [ﬂ/z t2/2 +21
es una matriz fundamental de (4.22).

Obviamente, como las columnas de X(ty) se pueden elegir LI de muchas formas, la
matriz fundamental X(t) no es tinica. Sin embargo, una propiedad muy importante que
si tiene una matriz fundamental X(t) es la siguiente.

Teorema 4.4 (No singularidad de la Matriz Fundamental). Una matriz fundamental X ()
es no singular para todo t.

Demostracion. Si X (t) fuera singular para algun #; # t,, entonces existiria un vector no nulo
z tal que X(t,)z = 0. Por linealidad del sistema, la funcién {(t) = X(t)z es una solucién que
cumple {(t) = 0 para todo t > t;. Como las soluciones son tinicas, {(t) = 0 para todo ¢ (la
solucién nula es tnica), y en particular para t = ty, es decir 0 = ((ty) = X(#;)z. Llegamos a
una contradiccion, pues X(fy) fue asumida no singular en fy. En conclusion, si X(¢) es una
matriz fundamental, debe ser no singular para todo t. O

Como una matriz fundamental X(#) es no singular para todo ¢, su inversa estd bien
definida, y por lo tanto podemos hacer la siguiente definicién, crucial para la solucién de
EE inestacionarias.

3La notacién x(t; v) representa la solucién de (4.20) con condicién inicial x(ty) = v.
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Definicién 4.3 (Matriz de Transicion de Estado). Sea X(t) cualquier matriz fundamental
de x(t) = A(t)x(t). Entonces la matriz

D(t, ty)) = X() X (o)
se llama matriz de transicion de estados de x(t) = A(t)x(t).

En el caso estacionario (A(t) = A constante), una matriz fundamental es directamente
X(t) = eAlt=) X(t,), y asi la matriz de transicion resulta

D (t,tg) = X(£) X (tg) = e710),

/441 71/2}

Ejemplo 4.9. Para el sistema (4.22) en el ejemplo anterior obtenemos X ! () = [ Y

y asi

wi0= [ o] [ ]

- [(tz —1t%)/2 (1)} '

Como hemos visto, el método usado en el caso estacionario no podia aplicarse para
derivar la solucion general de EE inestacionarias (esencialmente porque A(t) no conmuta
t
con [, A(T)dT). 5 .
Hemos también definido

n la matriz fundamental X(t), formada apilando 7 soluciones linealmente independien-
tes del sistema [x;(t), x2(t), ..., x,(t)], ¥

» la matriz de transicioén de estados @ (t,ty) = X(t)X 1(to). En el caso estacionario la ma-
triz de transicién es simplemente e/(*~10).

En los ejercicios propuestos se pide probar que @ (¢, t) es la tinica solucién de la ecua-
cién matricial
0

SO k) = ANt k), O(to ko) =1, (4.23)

y que satisface las siguientes propiedades:

O(t,t) =1 (4.24)
O (t, ty) = D(to,t) (4.25)
D(t, tg) = O(t,t1)D(t, to). (4.26)

Utilizaremos estas propiedades de @ (¢, ty) para mostrar que las solucion de

#(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t)
y(t) = C(t)x(t) + D(t)u(t),

con condiciones iniciales x(fy) = xo y entrada u(t) estd dada por

(4.27)

(
(

(1) = Ot to)xo+ [ ©(t1)B()u(r)dr. (4.28)

fo
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Demostracion de (4.27). Tenemos que mostrar que la solucién x(t) en (4.28) satisface las con-
diciones iniciales y la ecuacién diferencial de EE en (4.27). Evaluando (4.28) ent = ty y
usando la propiedad (4.24) vemos que
to
x(tg) = @ (to, to)xo+ | D@ (to, 7)B(T)u(7)dT

fo

= IXO +0= X0.
Usando (4.23) y la regla de Leibniz * obtenemos
ix(t) = gCD(iF to)x —|—£/t(1)(t T)B(T)u(t)dt
A A TS

= A(H)D(t, ty)xo + t: %@(t, T)B(T)u(t)dt + O (¢, t)B(t)u(t)

= A)D(t to)xo+ | AB)D(, 7)B(T)u(t)dt + O, )B(£)u(t)

to

= A(t)x(t) + B(t)u(t).

O
La respuesta de la salida en (4.27) esta dada por
t
y(t) = C(£)D(t, to)xo + C(t) / @ (t, T)B(T)u(t)dt 4+ D(t)u(t).
fo
La respuesta a entrada nula es
]/(t) = C(t)(D (t, tO)xO/
y la respuesta a condiciones iniciales nulas se puede escribir como
t
y(t) = / (C(t)D(t, T)B(T) + D(t)6(t — 7)) u(t)dr, (4.29)
fo

que corresponde con la representaciéon entrada-salida vista

y(t) = /t: G(t, T)u(1)dr. (4.30)

Comparando (4.29) y (4.30) concluimos que la respuesta del sistema (4.27) a un impulso
aplicado en el instante 7 estd dada por

G(t,7) = C(t)®(t,7)B(7) + D(t)6(t — 1)
= C(H)X(t)X Y(1)B(1) + D(t)8(t — 7). (4.31)

Resumiendo, la solucién general de la EE en sistemas inestacionarios requiere la solu-
cién de la ecuacion

x(t) = A(t)x(t),
para obtener X(t), o bien la solucién de la ecuacion

0
a(l)(t, to) = A(t)D(t, to)
para obtener @ (¢, t). Estas ecuaciones son dificiles de resolver, salvo para casos especiales.

Hay dos casos especiales que pueden ser muy tiles:

4Ver §3.6.6: 4 ffgg; A(t,T)dt = A(t,T)$(t) — A(t,T)f(t) + ffg((t? 2A(t, T)dT.
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1. Lamatriz A(t) es triangular; como por ejemplo en

|:X1(t):| _ |:011(t) 0 :| [xl(t)}

XQ(t) (Zgl(t) azz(t) Xz(t) ’

En este caso podemos resolver la ecuacion escalar x1(t) = a11(t)x1(t) y substituir la
solucidn en la ecuacion de xo,

Xg(t) = a21(t)x1(t) + Eln(t)Xz(t).

2. Lamatriz A(t) posee la propiedad conmutativa

o ( /tOtA(T)dT) _ ( /t:A(T)dT) n

para todo t y ty (como es el caso de A(t) diagonal o constante). Entonces puede pro-
barse que la solucién estd dada por

k

ot 00 t
D (t, 1) = b A = 3 (/ A(TW) '
. to

k=0

4.6.2. Caso Discreto
La solucién de las EEs inestacionarias en tiempo discreto

x[k + 1] = Alk]x[k] + Blk]u[k]

y[k] = C[k]x[k] + D[k]u[k] (4.32)

es mucho mads simple que el caso en tiempo continuo. En forma similar definimos la matriz
de transicion de estados discreta como la solucién de

(D[k+1,k0]:A[k](D[k,k0], Conq)[ko,ko]zl, k:ko,k0+1,...

La diferencia importante es que en el caso discreto la solucién se obtiene en forma explicita
como

Olk, ko] = Alk —1]Alk — 2] - - - Alko] (4.33)
parak > koy @[ko, ko] = 1.

Nota importante:  Dado que la matriz fundamental en el caso en tiempo continuo es no
singular para todo ¢, la matriz de transiciéon de estados estd definida para todo t, t > toy
t < tp (lo que implica que podemos resolver la EE en tiempo invertido). En el caso discreto,
si la matriz A es singular la inversa de @[k, ko] no esta definida, por lo que la contrapartida
discreta de la propiedad (4.26)

Ok, ko] = D[k, k1] D[k, ko]

sOlo vale si k > k; > k.
La solucién general de la EE en el caso discreto es
k-1
x[k] = @[k, kolxo + » @[k, m + 1]B[m]u[m].

m:ko
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4.7. Ecuaciones Inestacionarias Equivalentes

Definicién 4.4 (Equivalencia de EE Inestacionarias). Sea P(t) una matriz n X n no singular
y continuamente diferenciable para todo t. Sea ¥ = P(t)x(t). Entonces la EE

(4.34)

donde

A(t) = [P()A(t) + P(t)]P~'(t) B(t) = P(t)B(t)
C(t) = C(t)P~!(¢t) D(t) = D(t)

se dice (algebraicamente) equivalente a la EE (4.27) y P(t) es una transformacion de equivalencia.

No es dificil ver que si X(t) es una matriz fundamental del sistema original (4.27), en-
tonces X(t) = P(t)X(t) es una matriz fundamental del sistema (4.34).

Una propiedad interesante en el caso inestacionario es que es posible llevar al sistema a
una forma equivalente donde A(t) sea constante.

Teorema 4.5 (Transformacion a matriz de evolucion estacionaria). Sea Ay una matrizn X n
constante cualquiera. Entonces existe una transformacién de equivalencia que lleva (4.27) a
(4.34) con A(t) = Ao.

Demostracion. Sea X (t) una matriz fundamental de x(t) = A(t)x(t), y definamos P(t) =
et X~1(t). Entonces,

A(t) = [P(HA(t) + P(1)] P(t)
= [e'XTTA(t) + Age™' XT(t) + e X ()] X(#)e M (4.35)

Como ‘
T(HX(1) +XTH(HX() =0, (4.36)
que sigue de derivar X ! (#)X ( )=1,¢€l reemplazo de (4.36) en (4.35) muestra que

A(t) = A X1 (1) X(He ™ = A,.
[l

Es interesante notar que si Ay se elige como la matriz nula, Ay = 0, entonces P(t) = X!
y el sistema “barra” se reduce a

A(t)=0, B(t)=X'(t)B(t), C(t)=C(t)X(t), D(t)=D(t),

como se ve en la Figura 4.4. Una representacion considerablemente mas simple, aunque
auin necesitamos conocer una matriz fundamental del sistema original para obtenerla.

Usando (4.31), es facil verificar que la respuesta al impulso inestacionaria es invariante
con respecto a transformaciones de equivalencia, como pasa en el caso inestacionario. Sin
embargo, y a diferencia de lo que pasaba en el caso estacionario, las propiedades de la ma-
triz de evolucién del sistema A(t) pueden cambiar drasticamente con una transformacién
de equivalencia! Esta es una excepciéon donde el caso estacionario 1o es un caso particular
del caso inestacionario (nunca vamos a poder transformar la matriz A(t) en la matriz nula
con una transformacién de equivalencia estacionaria).
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> D
u X X iy
_*BTfZI—»c

A

» D
u — X X — iy
—>» B ——>» [ —>» C

Figura 4.4: Transformacion inestacionaria equivalente a un sistema con matriz de evolucién
nula.

4.8. Realizaciones de Sistemas Inestacionarios

En el caso inestacionario no podemos usar la transformada de Laplace para describir el
comportamiento entrada-salida del sistema, por lo tanto usamos directamente la descrip-
cién en dominio temporal

y(t) = /t G(t, T)u(7)dr.

to
Si el sistema es de dimension finita tiene representacién en EE. Vimos en (4.31) que de la
representacion en EE (4.27) la respuesta al impulso esta dada por

G(t,7) = C(HX(HX 1(1T)B(1) + D(1)6(t — ), parat> T, (4.37)

donde X(t) es una matriz fundamental del sistema x(t) = A(t)x(t).

El problema inverso se trata de obtener A(t), B(t), C(t) y D(t) de la respuesta al impulso
G(t, 7). Asi, una respuesta al impulso G(t, T) se dice realizable si existen A(t), B(t),C(t)y
D(t) tales que se cumple (4.37).

Teorema 4.6 (Realizabilidad de sistemas inestacionarios). Una matriz g x p de respuesta
al impulso G(t, T) es realizable si y s6lo si puede descomponerse en la forma

G(t,7) = M(t)N(t) + D(t)6(t — 1) (4.38)
para todo t > 7, donde M, N y D son matrices g X 1, n X p'y q X p para algan entero n.
Demostracion.

<) Si G(t, T) es realizable entonces existe una realizacién que cumple (4.37) y M(t) =
C(t)X(t) y N(t) = X~ (1)B(7).

=) Si G(t, T) puede descomponerse en la forma (4.38) entonces

#(t) = N(Bu(t)
y(t) = M(t)x(t) + D(t)u(t)
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es una realizacion del sistema. En efecto, si A(t) = 0 entonces X(t) = I es una matriz
fundamental y M(¢)II"!N(t) + D(t)8(t — 1) = G(t, 1).

Ejemplo 4.10. La respuesta al impulso G(t) = te™, 0 G(t,7) = G(t — 1) = (t — 1)e*t=7),
puede factorizarse como

Y
—Te
_ [pAt goMt
G(t,T) = [eM teM] { e ]
y asi admite la realizacién inestacionaria

i(t) = [8 81 x(t) + {_ete;tl u(t)

y(t) = [eM teM] x(t).

Alternativamente, la transformada de Laplace de G(t) es L[te"] = z—3—, de donde ob-
tenemos la realizacién estacionaria

(4.39)

4.9. Resumen

En este capitulo:

= Obtuvimos la solucién general de la ecuacién de estado para sistemas lineales estacio-
narios, conocida como férmula de variacién de los pardmetros. Aplicamos esta férmula
para obtener la discretizacién exacta de un sistema con un bloqueador de orden cero
a la entrada y un muestreador a la salida.

» Vimos que sistemas cuyas representaciones en EE estdn relacionadas a través de un
cambio de coordenadas no singular son equivalentes. Vimos también la equivalencia a
estado cero de EE, que implica que dos representaciones en EE tienen la misma matriz
transferencia, aunque no necesariamente sean algebraicamente equivalentes. Dentro
de las infinitas formas posibles para las EE a través de transformaciones de equivalen-
cia, presentamos tres formas candnicas ttiles: modal, controlable y del controlador.

» Introducimos el problema de realizacién, que consiste en obtener una descripcién en
EE dada una matriz transferencia racional y propia. La realizacién de una matriz
transferencia en forma canénica del controlador es particularmente simple para los
casos de una entrada, y util ademds para reducir el problema de realizacién de una
matriz transferencia con varias entradas (columnas) superponiendo las realizaciones
de cada columna. Toda la teoria de realizacién vista se aplica sin modificaciones a
sistemas en tiempo discreto.

» Estudiamos la solucién de la ecuacién de estados de sistemas inestacionarios. La pri-
mera conclusiéon notable es que el método usado para derivar la solucién en el ca-
so estacionario no sirve. En el caso inestacionario recurrimos a la matriz fundamental
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X(t), formada apilando n soluciones LI del sistema, y la matriz de transicion de estados
@ (t,tg) = X(t)X'(ty), que en el caso estacionario se reduce a e”(*~*). En general, el
computo de @ (¢, 7) es dificil salvo casos especiales como los de A(t) triangular, dia-
gonal o constante. Para sistemas inestacionarios discretos, sin embargo, @[k, ko| si se
puede calcular explicitamente (la solucién en tiempo discreto es védlida en la direccién
positiva del tiempo).

» Vimos transformaciones de equivalencia (algebraica) inestacionarias. Estas llevan el
sistema a una forma con la misma descripcién entrada-salida, pero en la que la matriz
A(t) puede tener propiedades muy distintas.

» La respuesta al impulso de un sistema inestacionario es realizable sii G(t, T) admite
una factorizacién simple que separa la dependenciaenty .

4.10. Ejercicios

Ejercicio 4.1. Utilizando la regla de Leibniz para derivar expresiones integrales, verificar
que (4.6) satisface (4.5) con estado inicial x(0).

Ejercicio 4.2. Probar que los sistemas descriptos por EE equivalentes tienen la misma fun-
cién transferencia.

Ejercicio 4.3. Para los siguientes casos de la matriz A,

i P ] P ) P ]

obtener una expresion de la respuesta a entrada nula, x(t) = Ax(t), y dibujar en forma cua-
litativa el diagrama de fases (x,(t) versus x1(t)). ;Como es la respuesta a condiciones iniciales
sobre las direcciones de los autovalores de A? Verificar los diagramas obtenidos mediante
simulacién numérica con un conjunto de distintas condiciones iniciales en el marco de la
ventana —2 < x;(0) < 2, —2 < x,(0) < 2. (Los diagramas corresponden a los tipos de
sistemas de segundo orden conocidos respectivamente como nodo, nodo degenerado, foco y
ensilladura.)

Ejercicio 4.4. Terminar los detalles de la demostraciéon del Teorema 4.3.

Ejercicio 4.5. Hallar una realizacién para la matriz transferencia

2 25s—3
G(s) = Sj% (s + 1)S(S +2)
s+1 s+2

Ejercicio 4.6. Hallar una realizacién de cada columna de G(s) en el ejercicio anterior por
separado, y después conectarlas en un solo modelo en EE. ;Son las realizaciones obtenidas
equivalentes?

Ejercicio 4.7. Hallar una realizacién de cada fila de G(s) en el ejercicio anterior por sepa-
rado, y después conectarlas en un solo modelo en EE. ;Cémo se compara la realizacién
obtenida con las de los ejercicios anteriores?
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Ejercicio 4.8. Probar que la matriz de transicion @ (¢, t,) satisface las siguientes propiedades
1. ®(t,tp) esla tinica solucién de la ecuacion diferencial matricial

d
E(D(t' to) = A(t)D(t, to), D(to, to) = I.

2. O(tt) =1,
3. @7t ty) = O(to, 1),
4. D(t tg) = O(t, t1)D(ty, to).
Ejercicio 4.9. Encontrar matrices fundamentales y de transicién para los sistemas

w=[y 0y =[G

Ejercicio 4.10. Mostrar que la matriz de transicion de

. A (t) Ap(t
o[04

tiene la forma

DOq(t, to D1a(t, to
(D(t,to):{ (0 ) (Dzzgt,toﬂ

para todo ¢, ty, donde %(Dii(t, to) = Ai®@;(t, ty) parai =1,2.

Ejercicio 4.11. Llevar un sistema estacionario (A, B, C) a (0, B(t), C(t)) mediante una trans-
formacién de equivalencia inestacionaria.

Ejercicio 4.12. Encontrar una realizacion inestacionaria y una estacionaria de la respuesta
al impulso
G(t) = %M.



Bibliografia

John S. Bay. Fundamentals of Linear State Space Systems. WCB/McGraw-Hill, 1999.

Chi-Tsong Chen. Linear System Theory and Design. Oxford University Press, 3rd edition,
1999.

John C. Doyle, Bruce A. Francis, and Allen Tannenbaum. Feedback control theory. Macmillan
Pub. Co., 1992.

B. Friedland. Control System Design. McGraw-Hill, 1986.
G.C. Goodwin, S.E. Graebe, and M.E. Salgado. Control System Design. Prentice Hall, 2000.

G.C. Goodwin and K.S. Sin. Adaptive Filtering Prediction and Control. Prentice-Hall, New
Jersey, 1984.

Wilson J. Rugh. Linear System Theory. Prentice Hall, 2nd edition, 1995.

Ricardo Sanchez Pefia. Introduccion a la teoria de control robusto. Asociacién Argentina de
Control Automatico, 1992.

M. M. Seron, J. H. Braslavsky, and G. C. Goodwin. Fundamental Limitations in Filtering and
Control. CCES Series. Springer-Verlag, 1997.

C.F. Van Loan. Computing integrals involving the matrix exponential. [EEE Trans. Automat.
Contr., AC-23(3):395-404, June 1978.

193



