Capitulo 9

Introducci 6n al Control Optimo

9.1. Introducci 6n

El método de disefio combinado de observador y realimentacion de estados que vimos
en el capitulo pasado es una herramienta fundamental en el control de sistemas en variable
de estados. Sin embargo, no es siempre el método mads 1itil; tres dificultades obvias:

1. La traduccién de especificaciones de disefio a ubicacién de polos no es directa, espe-
cialmente en sistemas complejos; ;cudl es la mejor configuraciéon de polos para espe-
cificaciones dadas?

2. Las ganancias de realimentacién en sistemas MIMO no son tnicas; ;cudl es la mejor
ganancia para una configuracién de polos dada?

3. Los autovalores del observador deben elegirse méas rapidos que los del controlador,
pero, ;tenemos algun criterio adicional para preferir una configuracién a otra?

Los métodos que introduciremos en este capitulo dan respuestas a éstas preguntas. Vere-
mos que las ganancias de realimentacién de estados y del observador pueden elegirse de
forma que minimicen un criterio de optimizacién dado.

El criterio particular que veremos es un funcional cuadratico del estado y la entrada de
control,

o) = [ [ (0x(x) + " (1)Ru(x)] ax,

donde Q y R son matrices constantes (aunque no necesariamente) semi-definida y definida
positivas respectivamente.

El control que se obtiene de minimizar este criterio es lineal. Como el criterio se basa en
funcionales cuadraticos, el método se conoce como lineal-cuadritico (LQ: linear-quadratic),
del que se obtiene el requlador lineal cuadritico (LQR).

Criterios similares de optimizacién se siguen para el disefio de observadores, s6lo que el
funcional depende del error de estimacion, y se basa en una caracterizacién estadistica de
los ruidos que afectan al sistema. Este estimador 6éptimo lineal-cuadrético se conoce como
el filtro de Kalman.

Cuando se combinan la ganancia de realimentacién de estados LQ con el filtro de Kal-
man, obtenemos lo que se conoce como un controlador lineal-cuadrdtico-gaussiano (LQG). (Lo
de gaussiano viene de la caracterizacion estadistica del ruido empleada.)

Como material de estudio para este capitulo recomendamos Bay [1999, Capitulo 11] y
Friedland [1986, Capitulos 9, 10 y 11].

174



9. Introduccién al Control Optimo Notas de CAUT2 - 175

9.1.1. EIl Principio de Optimalidad

Para entender la idea de criterio de optimizacion en variable de estados, la introducire-
mos con sistemas de tiempo discreto, que son mds simples.

El estado de un sistema discreto describe una trayectoria haciendo transiciones discretas
de un estado a otro bajo el efecto de una entrada también aplicada en tiempo discreto.

Cuando se asocia un criterio de optimizacién al sistema, cada transicién de estado tiene
asociado un costo o penalidad. Por ejemplo, pueden penalizarse las transiciones de estado
que se alejan demasiado del estado final deseado, o las acciones de control de valores de-
masiado elevados. A medida que el sistema evoluciona de estado en estado, los costos se
suman hasta acumular un costo total asociado a la trayectoria.

Ilustramos el concepto con el grafo de la Figura 9.1, que representa 8 estados de un
sistema discreto con sus transiciones posibles. El estado inicial es el 1, y el final el 8. El
sistema pasa de un estado a otro en cada tiempo k determinado por la entrada u[k] y las
ecuaciones x[k + 1] = Ax[k] + Bulk].

Las transiciones posibles se repre-
sentan por los arcos que conectan el es-
tado inicial al final a través de los es-
tados intermedios. El costo asociado a
cada transicién se representa con la le-
tra J; por ejemplo, el costo de moverse
del estado 3 al 5 es [3s.

Asumiendo que los costos se acu-
mulan en forma aditiva, vemos que la
trayectoria marcada en rojo, por ejem-
plo, tiene un costo total J13 + J35 + J56 +
Jes-

Como hay varias rutas alternativas
del estado 1 al 8, el costo total depen- Figura 9.1: Posibles trayectorias de 1 al 8.
dera de la trayectoria elegida. La sefial
de control u*[k|] que determina la tra-
yectoria de menor costo es la estrategia éptima. Como ya veremos, en sistemas de tiempo
continuo, la acumulacién de costos se representa mediante integracion, en vez de suma.
La herramienta matematica que usaremos para determinar la estrategia éptima es el
principio de optimalidad de Bellman.

En cualquier punto intermedio x; en una trayectoria 6ptima en-
tre xo y xy, la estrategia desde x; al punto final xs debe ser en
si una estrategia 6ptima.

Este obvio principio nos permitird resolver en forma cerrada nuestros problemas de
control 6ptimo. También se usa en el computo recursivo de las soluciones 6ptimas en un
procedimiento llamado programacion dindmica.

9.1.2. Nota Hist 6rica

El nacimiento del control 6ptimo se atribuye al problema del braquistocrono, propuesto
por el matemético suizo Johann Bernoulli en 1696. El problema consistia en determinar
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cudl, entre todas las trayectorias posibles, era la que llevaba a una particula (sin rozamiento)
en el menor tiempo posible, desde un punto A a un punto B en el mismo plano vertical,
sujeta solo a la accién de la gravedad.

M B
L ‘ Braquistocrono
Johann Bernoulli (1667-1748)

Una formulacién matemdtica moderna del problema del braquistocrono es la siguiente:

encontrar la sefial control [28 } que lleve al sistema

(t) = u(t)\/y(t)
y(t) = v(t)/y(t)

desde el punto [4] al punto [}%] en minimo tiempo, sujeto a la restriccién u? + v* = 1.
Tipico problema de control 6ptimo.

9.2. Control LQ discreto

Consideremos el sistema en tiempo discreto definido por!
Xks1 = Axp+ Bug, x € R",ueRP, 9.1)

El problema de control que queremos resolver es: Encontrar la secuencia de control u; que
lleve al sistema (9.1) de la condicién inicial x; = x al estado final x5 = x7, minimizando el

funcional cuadrético
N-1

Jin = ixSxn+ 2 > x} Quxy + uf Ruy. (9.2)
=

El funcional (9.2) puede interpretarse como el costo total de la transicién de x; a xy y, en
particular, el término x% Sxy penaliza el error en alcanzar el estado final deseado.

Las matrices de peso S, Q y R pueden seleccionarse para penalizar ciertos estados/entradas
mas que otros. Como veremos, las matrices S y Q deben ser semi-definidas positivas, y la
R definida positiva.

!Para abreviar las expresiones, cambiamos la habitual notacién discreta x[k] a x.
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9.2.1. Transici 6n [N — 1] — [N]

Para encontrar el control a aplicar al sistema de forma que se minimice (9.2), suponga-
mos que estamos en el paso N — 1 de la trayectoria 6ptima. Asi, el costo (9.2) de la transicién
de N—-1aNes

In-1n = 5 (¥§Sxn + x4 Qw1 + ufy Ry 1) (9.3)

Usando (9.1), substituimos x5 como una funcién de uy_1, lo que da

Inoin = %( (Axy_1+ BMNA)T S(Axy 1+ Buy 1) + x5 1 Qxn_1 + uﬁ,lRuNA)-
Como | es cuadratico en u, podemos minimizarlo diferenciando

aT]N—l,N
Oun_1
= B'S (AXNA + BuNfl) + Run_4
= (R+B"SB)uy_1+ B'SAxy 1. (9.4)

0=

De (9.4) obtenemos el altimo elemento de la secuencia de control 6ptima
wy_; = —(R+BTSB) 'B"SAxy 4, 9.5)
que resulta ser un minimo, ya que

0°IN-1,n

— R+ BTSB > 0.
Ouf_,

Como vemos, (9.5) es un control lineal por realimentacion de estados de la forma habitual

Un_1 = —Kn-1XNn-1,
donde
Ky 12 (R+B"SB) 'B'SA. (9.6)

El valor del costo minimo J};_;  obtenido con uy_, es

JNain = ((AXN 1— BKy-1xn- 1) S(Axn_1 — BKy_1xn-1) + x5_1Qxn-1 + nglKﬁflRKN,lxN%)
((A BKyn- 1) S(A—BKy_1)+Q+ K{[_lRKN—l)xN—l

1, T
2 N

A 1,T

= 5XN- 1SN—1XN—1, (9.7)

donde definimos Sy_1 = (A BKy_ 1) S(A — BKN_1) + Q + K, RKy_;. La eleccién de
la notacién Sy_1 en (9.7) surge de que si estamos en el paso final N, no hay ninguna accién
de control que tomary Jyn = Ji v = 53Xk S¥n;, es decir,
Sn=S5
Ky = (R+ B'SyB) 'B'SyA
T
SN—l - (A - BKN—I) SN (A - BKN—I) + Q —f- Klj\}_lRKN_l.
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9.2.2. Transici 6n [N — 2] — [N]

Tomamos otro paso para atras en el computo del control 6ptimo y consideremos ahora
que estamos en el paso N — 2. Notemos primero de (9.2) que

In—2n = IN—2N-1 + IN-1N-

Por lo tanto, para calcular la estrategia 6ptima para ir del estado en N — 2 al estado final en
N, usamos el principio de optimalidad para deducir que

JN_on = In—2,n-1+ N 1N

y asi reducimos el problema al de calcular la estrategia 6ptima parairde N —2a N —1 (la
de N —1 a N ya la obtuvimos). Asi, ahora el paso N — 1 es el “final”, y podemos usar la
misma ecuacion (9.3) perocon N — 1 envezde N,y N — 2 en vez de N — 1. Obtenemos

In-an-1= % (¥N_1Sn-1xN-1 + XN, Qxn_2 + Uy _,Rin_2)

Igual que antes, podemos minimizar [y_,n_1 sobre todos los posibles uy_», y es facil ver
que las expresiones son las mismas perocon N —lenvezde N,y N —2envezde N — 1,

Un_p = —Kn_2 XN-2,

donde
Ky 22 (R+B"Sy 1B) 'B"Sy 1 A.

9.2.3. Transici 6n [k|] — [N]

Retrocediendo en los pasos N —2,N — 3,...,k, se generan la siguientes expresiones
recursivas para el control 6ptimo

uz = _kak (98)
Ky = (R + BTSkHB)ilBTSkHA 9.9)
Sk = (A — BKi)"Sk41(A — BKy) + Q + K[ RK;. (9.10)

Notar que la ecuacién en diferencias (9.10) de Sy se resuelve para atrds, comenzando en
Sy = S. El costo 6ptimo de ka N es i\ = 3] Sxx;.

El conjunto de ecuaciones (9.8), (9.9) y (9.10) representa el controlador LQ completo para
el sistema discreto (9.1), que resulta, en general, inestacionario. La ecuacién en diferencias
(9.10) se conoce como la ecuacién matricial en diferencias de Riccati. EL hecho de que se resuelva
para atrds en el tiempo le da a K} la peculiaridad de que los transitorios aparecen al final del
intervalo [k, T|, en vez de al principio.

Ejemplo 9.1 (Control LQ en tiempo discreto). Simulamos el sistema

e [ g o 0= [3

con el controlador LQ 6ptimo que minimiza el costo

J =1y 5 0 x 19 X + 2u2
2710 v ZZ 001 e

Las siguientes lineas de c6digo MATLAB computan K; y x; en lazo cerrado.
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% Costo

Q=[2 0;0 0.1];R=2;S=diag([5,5));

k=10;

% Sistema

A=[2 1;-1 1];B=[0;1];:x0=[2;-3];

% Solucion de la ecuacion de Riccati

while k>=1
K(k,:)=inv(R+B*S*B)*B"*S*A;
S=(A-B*K(k,:))*S*(A-B*K(K,:))+Q+K(Kk,:)*R*K(K,:);
k=k-1;

end

% Simulacion del sistema realimentado

X(:,1)=x0;

for k=1:10
X(,k+1) = A*X(:,k)-B*K(K,:)*x(:,k);

end

La matriz de realimentacion Ky debe calcularse en tiempo invertido y almacenarse para
ser aplicada posteriormente al sistema en tiempo normal.

linel x
line 2 o

t

Figura 9.2: Evolucion del estado en lazo cerrado: line 1: x1[k], line 2: x;[k]

Aunque la planta a lazo abierto es inestable (autovalores en % + @), vemos que el estado
es estabilizado asintéticamente por u;. Notar que la planta a lazo cerrado es inestacionaria,
ya que el control lo es.

La Figura 9.2 muestra la evolucion de las ganancias de control. Podemos comprobar
que sus valores cambian més sobre el final del intervalo, mas que al comienzo, donde per-
manecen casi constantes.
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25

N T
linel x
g line2 o

15

0.5

-0.5

t

Figura 9.3: Evolucién de las ganancias K[k] = [k [k], k2 [k]] (line 1 y line 2).

9.3. Control LQ en tiempo continuo

La deduccién del control 6ptimo LQ para el sistema en tiempo continuo,
X(t) = Ax(t) + Bu(t), (9.11)

sigue los mismos pasos que el de tiempo discreto, sélo que las “transiciones” se reducen a
“incrementos” infinitesimales. El costo es ahora

J(x(to), u(to), to) = 2x"(tr)Sx(tr) + 3 /t:f (xT()Qx(t) + u" (t)Ru(t))dt.

Haciendo tender los incrementos a cero se obtienen los equivalentes de tiempo continuo
de las ecuaciones (9.8), (9.9) y (9.10), que definen el control 6ptimo LQ en este caso (ver
detalles en Bay [1999, §11.1.2]),

u*(£) = —K(£)x(t) (9.12)
K(t) = R7'BTP(t)x(t) (9.13)
P(t) = P(t)BR'B'P(t) — Q — P(t)A — ATP(t). (9.14)

La ecuacion (9.14) es la famosa ecuacion diferencial matricial de Riccati, que, como en el
caso discreto, también debe resolverse hacia atrds en el tiempo, con condiciones “iniciales”
P(tf) = S. Como en el caso discreto:

» El control 6ptimo LQ es una realimentacién lineal de estados, aunque inestacionaria.

» Los “transitorios” en P(f) y K(t) ocurriran sobre el final del intervalo [fo, tf].

Pero, la ecuacién diferencial (9.14) es en general de dificil solucién. Atn, haciéndolo
numéricamente, ;como pueden guardarse los (infinitos) valores de P(t) calculados en tiem-
po invertido para ser aplicados luego al sistema? Esta dificultad lleva a buscar una solucién
optima estacionaria, K(t) = K, que surge de considerar el caso de horizonte infinito ty — oo.
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9.4. Control LQ de Horizonte Infinito

La Figura 9.3 del ejemplo sugiere que si hacemos tender el tiempo final a oo las solucio-
nes de la ecuacién de Riccati permanecerian constantes en el valor del instante inicial. Bajo
esta suposicién, P(t) es constante y P(t) = 0, que lleva la ecuacién (9.14) a la forma que se
conoce como la ecuacion algebraica de Riccati (ARE)?

PA+ AP+ Q—PBR'BTP =0, (CARE)
con el correspondiente control 6ptimo LQ (ahora estacionario)
u*(t) = —Kx(t) = —R'BTPx(t). (9.15)
En el caso discreto tenemos S = S, Vk, que da, de (9.10), (9.9)
S—=A"SA— ATSB(R+B"SB) 'BTSA+Q (DARE)
K = (R+B"SB) 'B'SA.

La ecuacién (DARE) es la ecuacion algebraica dicreta de Riccati.

En rigor, sin embargo, no sabemos atin si estas soluciones constantes de “régimen per-
manente” resuelven los correspondientes problemas 6ptimos de horizonte infinito. Anali-
zamos este punto a continuacion.

Soluci 6n del problema de horizonte infinito. Queremos controlar el sistema
x(t) = Ax(t) + Bu(t)

con una realimentacion estatica de estados u(t) = —Kx(t) tal que se minimice el funcional
de costo

] = / (xT(£)Qx(t) + uT (F)Ru(t))dt.
0
Con la realimentacidn, el sistema a lazo cerrado queda
x(t) = (A — BK)x(t) (9.16)

incurriendo en un costo
= / " (A (H)Qx(t) + 2" ()KRKx(1))dt.
0

Como sabemos que la solucién de (9.16) es x(t) = ¢4~ BK)x,, la reemplazamos en la expre-
sién del costo, y obtenemos

J=xl </ e(A’BK)Tt(Q + KTRK)e(ABK)tdt> Xo
0
TP, 9.17)

A
=X

donde hemos definido la matriz P £ [, e(A-BK)"t (Q 4+ KTRK)elA-BRgt,

2 Algebraic Riccati Equation.




9. Introduccién al Control Optimo Notas de CAUT2 - 182

Recordando el Teorema de Lyapunov, que viéramos en §5.4, sabemos que el sistema x =
(A — BK)x es asintéticamente estable si y s6lo si la matriz P definida en (9.17) es la tnica
solucién definida positiva de la ecuacion de Lyapunov

(A—BK)'P+ P(A — BK) + Q-+ K'RK = 0. (9.18)

Por lo tanto, para cualquier ganancia K que estabilice asintéticamente el sistema, la matriz
P solucion de (9.18) dara un costo finito.

Supongamos que consideramos en particular la ganancia K = R™!B’P, correspondiente
al candidato a control 6ptimo LQ (9.15). Substituyendo esta K en (9.18) obtenemos

0= (A—-BR'B'P)'P+P(A—-BR'B'P)+ Q+ PBR 'B'P
= ATP — PBR'B'"P+ PA— PBR'B'P+Q+ PBR!'B'P
= AP+ PA+ Q- PBR'BTP,

que es exactamente la ecuacion algebraica de Riccati (CARE). Por lo tanto, la solucién del
problema de control 6ptimo LQ con horizonte infinito estd dado por la solucién de la ecua-
cion (CARE), cuando ésta existe. El mismo resultado vale en el caso discreto.

Esto no quiere decir que las soluciones de las ecuaciones (CARE) o (DARE) serdn tinicas.
Si existe una solucién tinica que estabilice al sistema, entonces es la 6ptima. Cabe entonces
la pregunta: ;Cuando existird una solucién de las ecuaciones algebraicas de Riccati, y bajo
qué condiciones serd tnica? La respuesta la dan los siguientes resultados:

Teorema 9.1. Si (A, B) es estabilizable, entonces, independientemente del peso S, existe una
solucién estética finita P (S) de la ecuacion diferencial (diferencia) de Riccati (9.14) ((9.10)).
Esta solucién sera también una solucién de la ecuacién algebraica de Riccati correspondien-
te, y serd la solucién 6ptima en el caso de horizonte infinito.

Teorema 9.2. Si la matriz de peso Q puede factorearse en la forma Q = T'T, entonces la
solucién estatica P (S) de la ecuacion diferencial (diferencia) de Riccati es la tinica solucion
definida positiva de la correspondiente ecuacion algebraica si y sélo si (A, T) es detectable.

En conclusion, si (A, B) es estabilizable y (A, T') detectable, existe una solucién tinica de
(CARE) ((DARE)) que da la ganancia 6ptima de realimentacién. Con MATLAB, K se puede
calcular con K = Iqr(A,B,Q,R) (continuo) y K = dlqgr(A,B,Q,R) (discreto).

9.5. Estimadores Optimos

Uno de los factores mas importantes en el desempefio de sistemas de control, a menudo
no tenido en cuenta, es el efecto de perturbaciones y ruido. Todos los sistemas estdn sujetos
a ruido, sea en la forma de

» alinealidades de entrada no modeladas,
= dindmica no modelada, o

» sefiales de entrada no deseadas.
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En esta seccion trataremos algunos modelos simples de ruido y determinaremos formas de
tenerlos en cuenta en el disefio de observadores y realimentacion de estados.

Consideraremos primero ruido perturbando la observacién del estado de un sistema.
Con un modelo en ecuaciones de estado que incluye ruido, generaremos el mejor observa-
dor posible, es decir, el que mejor rechaza el efecto del ruido. Estos observadores suelen
llamarse estimadores, y el particular que desarrollaremos es el estimador conocido como el
filtro de Kalman.

9.5.1. Modelos de sistemas con ruido
Consideramos el sistema en tiempo discreto

Xry1 = Axy + Buy + Gog

9.19
Y = Cxy + wy. ( )

Las nuevas sefiales de entrada v, y wy que aparecen en este modelo son procesos aleatorios,
consistentes en ruido blanco estacionario, con media cero, y no correlacionados entre si.
Esto quiere decir que tienen las siguientes propiedades:

E[v{vs] =V E[w{wy] =W
E[v{v;] =0, E[w{w;] =0, cuandok # j
E[Z)k} =0 E[wk] =0

E[vjrwk} =0, paratodo j, k.

La funcion E|-] denota la media estadistica [para una breve introduccién a procesos aleatorios
ver por ejemplo Friedland, 1986, §10].

Consideraremos ademads que el estado inicial x, del sistema (9.19) es en también una
variable aleatoria — ya que raramente podemos conocerlo con exactitud. Consideramos
que es ruido blanco, con varianza

E[(xo — E[xo]) (x0 — E[xo])T] £ 3,.

Asumimos que x( no esta correlacionado con vy y wy.

La entrada vy se llama ruido de planta, o de proceso, y la entrada wy, que acttia a la salida,
ruido de medicién. El ruido de planta modela el efecto de entradas ruidosas que actian en
los estados mismos, mientras que el ruido de medicién modela efectos tales como ruido en
los sensores. La entrada u; es la habitual entrada de control, considerada deterministica.

9.5.2. Filtro de Kalman discreto

Reconsideramos nuestra derivacion anterior del observador, esta vez tomando en cuen-
ta los efectos de ruido en la selecciéon de la matriz de ganancia L. Esta matriz debera elegirse
de forma de dar la mejor estima del estado del sistema rechazando al mismo tiempo cual-
quier influencia de los ruidos v, y wy. La eleccién que haremos define el observador 6éptimo
conocido como filtro de Kalman.

Hay varias formas de derivar el filtro de Kalman. Vamos a presentar una variante basa-
da en un observador modificado, llamado observador actual, que permite una simplificacién
en las derivaciones (por alternativas ver, por ejemplo, Goodwin et™al. [2000, §22], Friedland
[1986], 0 Goodwin and Sin [1984]).
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Observador actual

Recordemos las ecuaciones del observador de orden completo, en este caso, dicreto,
J?k-i-l = A)?k + Buk + L(]/k — ka).

Suponiendo por el momento que no hay ruidos (vx = 0 = wy), modificamos el observador
con una ligera variante: separamos el proceso de observacion en dos etapas:

1. prediccién del estado estimado en k + 1 en base a datos en k (estima anterior + entrada
actual),
X1 = AXy + Buy (9.20)

2. correccion de la estima en k + 1 con los datos medidos en k + 1.

£k+1 - %k+1 + L(yk+1 - CJ\C/']H,l) (921)

La diferencia con el observador convencional es que ahora corregimos la estima con la
medicién “actual” (yi+1 — Ykr1) en vez de utilizar la medicion “vieja” (yx — §x). Este obser-
vador modificado se conoce como observador actual Bay [1999].

De (9.20) y (9.21), las ecuaciones del observador actual son

Res1 = AR + Bug + L(ye1 — C(ARk + Buy))
— (A—LCA)% + (B — LCB)uy + Lyis. 9.22)

El observador actual serd conveniente para derivar el filtro de Kalman discreto, pues per-
mite considerar los efectos de los ruidos vy y wy por separado.

Notar que la ecuacién del observador (9.22) difiere significativamente de la que presen-
tamos anteriormente con sistemas continuos:

x(t) = (A —LC)&(t) + Bu(t) + Ly(t).
Para el observador actual la dindmica del error estd dada por
fk+1 - (A - LCA)fk,

por lo que los autovalores para el observador son los de la matriz (A — LCA), en vez de los
de (A — LC) como vimos antes. En este caso, la observabilidad del par (A, C) no garantiza
que se puedan asignar los autovalores de (A — LCA) arbitrariamente. Sin embargo, si la
matriz A es de rango completo, el rango de CA es el mismo que el de C, y podemos considerar
C £ CA como una nueva matriz de salida y asignar los autovalores de (A — LC) como de
costumbre.

Estructura del observador

Siguiendo a Bay [1999, §11], usamos la variante del observador actual para derivar el filtro
de Kalman. La mejor prediccion del estado que podemos hacer cuando hay ruido es el valor
esperado

Xer1 = E[AR + Bug + Guy]
= ARy + Buy, dado que E[vi] = 0.
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Esta suele denominarse la estima a priori, porque se hace antes de medir la salida (o sea que
no tiene correccién). Una vez disponible la salida en el instante k + 1, terminamos de armar
el observador actualizando la estima obteniendo la, a menudo llamada, estima a posteriori:

Rrs1 = X1 + L [Yar — Ca ] (9.23)

Notar que usamos una ganancia de observacién L variante en el tiempo, lo que, como
veremos, es necesario. En observadores deterministicos, L se seleccionaba para asignar la
dindmica del error de estimacion. En este caso, ademas, trataremos de minimizar el efecto
de los ruidos.

Criterio de optimizaci 6n

El filtro de Kalman es 6ptimo en el sentido de que da la mejor estima del estado y al
mismo tiempo minimiza el efecto de los ruidos. Su derivacién surge de minimizar el error
de estimacion a posteriori

6 = X — )’fk.

Como ¢, esta afectado por ruido, y por lo tanto depende de variables aleatorias, su valor
en un instante dado puede no ser representativo de las bondades de la estimacién. Busca-
mos entonces tratar de minimizar su valor “en promedio” para todo el conjunto de ruidos
posibles. Definimos entonces la covarianza a posteriori

Sk = E[eke,f].

Cuanto menor sea la norma de la matriz S;, menor sera la variabilidad del error de estima-
cién debida a ruidos, y mejor el rechazo de éstos.

fine 1 line 1

0.8 - B 0.8 |

0.4 - A 04 -
02 g 02

02 L L L L L L 02 L L L L L L
0 50 100 150 200 250 300 350 0 50 100 150 200 250 300 350

Figura 9.4: Dos sefiales ruidosas con mayor (iz.) y menor (der.) variabilidad.

Pretendemos determinar L, ; para minimizar la variabilidad del error de estimacién.
. 2 < T
min ||E[ex:1]]|*> = min E e ex41 ]
Lgya Lgya

=minE [ tr(ek+1ezf+1ﬂ

Ltq
= mintrE [€k+131€+1] = mintr Sgq. (9.24)
Lgta Litq

Para obtener una expresién para Si.1, derivamos la dindmica del error:
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€1 = Xpy1 — Xpg1
= Axy + Buy + Guy — ARy — Bug — L1 [Cxpg1 + Wii1 — CXgya ]
= Axy — ARk + Gug — Liy1 [C[Axg + Bug + Gug] + wir — C[ARk + Buy] ]
= [A — Li;1CAlex + [G — Lis1CGlog — L1 Wit
= [I — Ly11C][Aex + Guk] — Lgy1Wiy1.

Usando esta expresion de e, obtenemos

S = E[ [(I = LinC) (Aek + Goe) = L] [(1 = Lisa C) (e + Goy) = Lo
~E [(1 — Lt C) (Aex + Gu) (Aex + Gop) (I — List C)T (9.25)
— 2L Wi [ef AT + 0f GT] (I — Lga )T + Lk+lwk+lw]?+1LZ+1] :

De las hipétesis sobre las propiedades estadisticas de los ruidos vistas en § 9.5.1, tenemos
que
E[vjvd] =V, E[w{,wii1] =W, E[wis1vp] = 0. (9.26)

Ademés, no es dificil ver que

E[wiiref] = E[wig (x — %) "] (9.27)
= E|wi1x{| — E[wea%i] =0,

ya que X; y £ no estan correlacionadas con wy, 1. Y por otro lado,

E[vkef | = E[or(oxx — %)"] (9.28)
= E[uxi | — E[ne2f] =0,

ya que x; y £x tampoco estan correlacionadas con v. 3 Usando (9.26), (9.27) y (9.28) en (9.25),
llegamos a la expresion

Sis1 = [I— LipaC] [AStAT + GVGT] [I — LisC] " + Ly WLE, (9.29)

La expresion recursiva (9.29) representa la dindmica de la covarianza del error de estima-
cion. Esta expresion, sin embargo, no es enteramente ttil, pues todavia no conocemos Ly 1,
que determinaremos en lo que sigue.

Determinaci 6n de la ganancia de observaci 6n 6ptima

Para determinar el valor de la ganancia Li;1 que minimiza el criterio de optimizaciéon
(9.24), expandimos tr Sx;1 de (9.29) en

tr Spi1 = tr[ASKAT]) + tr[GVGT] + tr [Lis1C[ASKAT + GVGT|CT L] (9.30)
— 2tr [Ls1C[ASKAT + GVGT]] + tr[Lisa WL 4]

3Aunque silo estan xy41 y vr, dado que xyy1 = Axy + Buy + Gug.
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Ahora derivamos (9.30) con respecto a Ly1. Los dos primeros términos dan cero, pues no
dependen de L;,. Para los siguientes términos usamos las siguientes propiedades de la
derivada de la traza de una matriz [ver Bay, 1999, Apéndice A],

0 T _ 0 _ \ToT
Asi obtenemos de (9.30)
0
0= tr S
s k+1

= 2L 1C[ASKAT + GVGT|CT — 2[AS AT + GVGT|CT + 2L 1 W,

que tiene como solucién

-1

Lii1 = [ASKAT + GVGT|CT |C[ASKAT + GVGT|CT + W (9.31)

Esta es la ganancia 6ptima para el estimador dado por la ecuacién (9.23), y se conoce como
la ganancia de Kalman. Como supusimos, es inestacionaria, ya que depende de S, que se
obtiene resolviendo la ecuacion en diferencias (9.29).

Procedimiento para computar el filtro de Kalman discreto

Resumimos los pasos necesarios para programar el filtro de Kalman. Partimos del co-
nocimiento de las propiedades estadisticas, valor esperado y varianza, de los ruidos vy y
wy, v la condicién inicial x.

1. Calculamos la estima a priori del estado (prediccién)

Xxi1 = AXy + Buy (9.32)

inicializada con la estima inicial x¢, = E[xo].
2. Calculamos la ganancia de Kalman de (9.31),

-1

Lisi = [ASkAT + GVGT|CT |C[AS AT + GVGT|CT+ W] (9.33)

que inicializamos con la covarianza original Sy, = E[xox{] = S.
3. Calculamos la estima a posteriori, corregida con la salida medida vy, mediante (9.23),
que puede simplificarse a
Rer1 = X1+ Lt [Yisr — CXipa ). (9.34)

4. Calculamos, de (9.29), la matriz de covarianza para la préxima iteracién,

Sir1 = [I — Le1C)T[ASK AT + GVGT)[I — Liksa CF + Lia WL (9.35)

y el proceso se repite el siguiente paso.
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Ejemplo 9.2 (Filtro de Kalman discreto). Consideremos el sistema en tiempo discreto

Tt = _0,0817367 0,8146405 0,0452456 —0,0474342
y=[1 0] xx+w,

0,8146405 0,0817367 0,0021886 0,0430570
Xy + Up + (o 9.36)

donde el término de ruido v tiene media cero y covarianza V = 0,09. El ruido de medicién
se asume de media cero y covarianza W = 0,25. El sistema (9.36) es la discretizacién exacta,
con periodo de muestreo T = 0,05s, del sistema de tiempo continuo

NIRRT )
y=1[1 0]x+w.

Construimos un filtro de Kalman discreto para estimar la evolucién del estado del sis-
tema (9.36) cuando se le aplica la entrada u = sen kT, con periodo de muestreo T = 0,05s,
y sobre el intervalo kT € [0, 10]s. Las ecuaciones del filtro de Kalman, (9.32), (9.33), (9.34) y
(9.35), no no son dificiles de programar en MATLAB, por ejemplo de la siguiente manera:

% Ejemplo filtro de Kalman discreto
% Sistema en tiempo continuo
Ac=[-4,2;-2,-4];

Bc=[0;1];

Ge=[1;-1];

C=[1,0];

% Discretizacion exacta - Sistema en tiempo discreto
T=0.05; % tiempo de muestreo

A=expm(Ac*T);

B=inv(Ac)*(A-eye(2,2))*Bc;

G=inv(Ac)*(A-eye(2,2))*Gc;

% Covarianzas de Ruidos
V=0.09; % ruido de proceso
W=0.025; % ruido de medicion

% Condiciones iniciales del sistema (para simular)
t=0:T:10;

u=sin(t);

x0=[0;0];

x=X0;

y=C*x0;

% Conjetura de condiciones iniciales para el filtro de kalman
xh=[0.5;-0.5]; % xh(0)

xp=xh; % xp(0)

S=eye(2,2); % SO

% Simulacion
for k=1:length(t)-1
% sistema
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X(:,k+1)=A*x(:,k)+B*u(k)+G*sqgrt(V)*randn;
y(k+1)=C*x(:,k+1)+sqgrt(W)*randn;

% filtro de Kalman inestacionario
xp(;,k+1)=A*xh(;,k)+B*u(k); % estima a priori
L=(A*S*A'+G*V*G")*C*inv(C*(A*S*A'+G*V*G')*C'+W);
xh(:,k+1)=xp(;,k+1)+L*(y(k+1)-C*xp(;,k+1)); % estima
S=(eye(2,2)-L*C)*(A*S*A'+G*V*G')*(eye(2,2)-L*C) +L*W*L’;

end

Corriendo este programa simulamos el sistema discreto y al mismo tiempo vamos cal-
culando la estima del estado. La Figura 9.5 muestra la evolucion de los estados del sistema
y los estados estimados por el filtro de Kalman inestacionario. Puede verse como las varia-
bles ruidosas son filtradas por el estimador, dando versiones «suavizadas» de la evolucién
de los estados luego de un breve transitorio de aproximadamente 0.5 s.

9.6.

0.6

0.4 7 )22 (t)

02 J/\NW% //L —
&/} ”MY“\A WJ\%
21(t)

o o, y:
| \.\/\«\/ P
() \\\M\/\“ﬁ%

-0.2 7]

-0.4 7]

-0.6 ' I ' I ' I ' I ' I ' I ' I ' I ' I

Figura 9.5: Estados verdaderos y estados estimados para el sistema (9.32)

Notas

s La ecuacién diferencia de Riccati (9.29) que determina la matriz de covarianza Sy se

calcula para adelante en el tiempo, a diferencia del dual caso de control 6ptimo LQ.
Esto implica que el filtro de Kalman puede implementarse en su forma inestacionaria
en tiempo real.
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» Elfiltro de Kalman derivado es el mejor estimador si los ruidos de proceso y mediciéon
son Gausianos. Para otras distribuciones probabilisticas, el filtro de Kalman es el mejor
estimador lineal.

» El filtro de Kalman puede obtenerse también en tiempo continuo, aunque es rara-
mente usado en la practica, ya que casi siempre se implementa en una computadora
digital, para la que la version discreta es mas natural. La derivacién de las ecuaciones
es similar al caso continuo, y lleva a una ecuacién diferencial de Riccati, dual al caso
de control LQ [ver Bay, 1999, §11.2.3].

» Como en el caso de control 6ptimo LQ, también en el caso del filtro de Kalman pue-
den calcularse soluciones estacionarias de la ecuacién diferencia (diferencial) de Ric-
cati que determina la matriz de covarianza. Esta solucion serd “aproximadamente
6ptima”, y tnica si y solo si (AT, CT) es estabilizarle, y (AT, TT) detectable, donde
GCG" =TT".

» En MATLAB, la funcién kalman computa el filtro de Kalman estacionario (continuo o
discreto).

» Naturalmente, el filtro de Kalman puede combinarse con cualquier control por reali-
mentacion de estados. Cuando el controlador elegido es el 6ptimo LQ, la combinacién
da lo que se conoce como controlador lineal cuadritico gausiano (LQG).

» La robustificacion de un regulador LQG mediante agregado de accién integral es
exactamente igual al caso visto en asignacion de polos y se aplica de la misma manera
(la accién integral es parte del disefio de la arquitectura de control, y no del control en
si).

» Pueden verse algunas aplicaciones industriales del filtro de Kalman en Goodwin et™al.
[2000] (hay una copia disponible en IACI).
Utiles en M ATLAB

DLQR Disefio de regulador lineal cuadrético para sistemas de tiempo discreto. [K,S] =
Igr(A,B,Q,R) calcula la ganancia 6ptima de realimentacién de estados K tal que el

control 1 = —Kx minimiza el costo
o
J="3 (xxQux + g Ruy)dt
k=0

y estabiliza asintéticamente el sistema de tiempo discreto
X1 = Axg + Buy.
La matriz S resuelve la ecuacion algebraica de Riccati discreta

ATSA—S— (ATSB)(R+ B'SB) '(B"SA) + Q = 0.

LOR Disefio de regulador lineal cuadratico para sistemas de tiempo continuo. [K,P] =
Igr(A,B,Q,R) calcula la ganancia 6ptima de realimentacion de estados K tal que el
control u = —Kx minimiza el costo

] = /Oo(xTQx + u"Ru)dt
0
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y estabiliza asintéticamente el sistema de tiempo continuo
x = Ax + Bu.
La matriz P resuelve la ecuacién algebraica de Riccati
PA+ ATP — (PB)R"Y(B"P)+Q = 0.
DLQE Disefio de filtro de Kalman para sistemas discretos. La funciéon L = dlge(A,G,C,Q,R)

calcula la ganancia L del filtro de Kalman estacionario

Xrp1 = ARk + Buy

Rk41 = X1 + LY — CR — Duy)
para estimar el estado x del sistema en tiempo discreto

X1 = Axy + Buy + Gy
Yk = Cxr + Duy + vy

donde w y v son ruidos de proceso y de medicién, respectivamente, de media nula y
con covarianzas
Eww" = Q, Ewvo' =R, Ewv' =0.

Notar que si w y v son no correlacionados (como generalmente se asume), entonces
N =0.

LQE Disefio de filtro de Kalman para sistemas continuos. La funcion L = lge(A,G,C,Q,R,N)
calcula la ganancia L del filtro de Kalman estacionario

£ =A%+ Bu+L(y—Cx%—Du)
para estimar el estado x del sistema en tiempo continuo

X = Ax+ Bu + Gw
y=Cx+Du+v

donde w y v son ruido de proceso y de medicién, respectivamente, de media nula y
con covarianzas
Eww' =Q, Evo' =R, Ewv' =N.

Notar que si w y v son no correlacionados (como generalmente se asume), entonces
N =0.
9.7. Ejercicios

Ejercicio 9.1. Para el sistema discreto

_[06 03] 003
1= 101 08| T |01 | M

encontrar la secuencia de control que minimiza el funcional de costo

19
5 0 ,
]:l XZ|: }Xk‘i‘uk
2kzl 01
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Ejercicio 9.2. Para el sistema discreto

= [0 [ o]

determinar el control por realimentacion de estados que minimiza el criterio
10
=1 T -+ u?
]—zi;xl {0 O}xl-l—ul.

Ejercicio 9.3. Para el sistema

0 1 0
Xk+1 = |:_0 5 1:| Xk + |:1:| Uk

Y = [0,5 1] Xk

disefiar una realimentacién de estados para ubicar los autovalores a lazo cerrado en z =
0,25 £ 0,25. Disefiar un observador de orden completo estdndar, y uno actual. Programar
ambos en MATLAB y comparar sus desempefios mediante simulacion.

Ejercicio 9.4. La medicién ruidosa en tiempo discreto de una constante desconocida « sa-
tisface el modelo

Yk = & + v,
donde v, es ruido blanco de varianza 2.
1. Determinar un filtro 6ptimo para estimar o.

2. Construir un esquema SIMULINK para evaluar el filtro anterior en régimen perma-
nente.

Ejercicio 9.5. Considerar el problema de medicién en tiempo discreto de una senoide de
frecuencia conocida pero amplitud y fase desconocidas, es decir:

yr = Asen(wok + o) + vy,
donde v, es ruido blanco de varianza 2.

1. Contruir un modelo para generar la senoide.
2. Determinar un filtro 6ptimo para estimar A y «.

3. Construir un esquema SIMULINK para evaluar el filtro en régimen permanente.
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