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Ｅｘａｍｐｌｅ１ ＮｏｒｍＢｏｕｎｄ．Ｉｎｔｈｉｓｃａｓｅ，ｘπｉｓｖｏｉｄａｎｄｗｅｈａｖｅ

σ（ｗ，ｚ）＝∑
ｍ

ｉ＝１
τｉ（ｚ２ｉ－ｕ２ｉ）＝∑

ｍ

ｉ＝１
τｉｗｉ（２ｚｉ－ｗｉ）０ （６）

ｗｈｅｒｅτｉ＞０ａｒｅａｒｂｉｔｒａｒｙｃｏｎｓｔａｎｔｓ．Ｉｎｔｈｉｓｅｘａｍｐｌｅ，Ｚ＝Ｌｍ
２．

Ｅｘａｍｐｌｅ２ ＳｅｃｔｏｒＢｏｕｎｄ．Ｓｕｐｐｏｓｅｉｔｉｓｋｎｏｗｎｉｎａｄｖａｎｃｅｔｈａｔ｜ｚｉ｜ｎｅｖｅｒｅｘｃｅｅｄｓρｉαｉ（Ｔｈｉｓｈａｐｐｅｎｓ，ｅ．ｇ．，

ｗｈｅｎｔｈｅｓｔａｔｅｉｓｃｏｎｆｉｎｅｄｉｎａｇｉｖｅｎｓｅｔ）．Ｗｅｃａｎｔａｋｅ
Ｚ＝｛ｚ：ｚ∈Ｌｍ

２，｜ｚｉ（ｔ）｜ρｉ，ｔ０，ｉ＝１，…，ｍ｝ （７）

Ｔｈｅｎｗｅｃａｎｂｏｕｎｄｕｉｂｙｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ：
（ｚｉ－ｕｉ）（ｕｉ－ｓｉｚｉ）＝ｗｉ（（１－ｓｉ）ｚｉ－ｗｉ）０

ｗｈｅｒｅｓｉ＝αｉ?ρｉ．Ｈｅｎｃｅ，ｗｅｈａｖｅ

σ（ｗ，ｚ）＝∑
ｍ

ｉ＝１
τｉｗｉ（（１－ｓｉ）ｚｉ－ｗｉ）０ （８）

ｆｏｒａｎｙτｉ＞０．Ａｇａｉｎ，ｘπｉｓｖｏｉｄｉｎｔｈｉｓｃａｓｅ．Ｏｂｖｉｏｕｓｌｙ，ｔｈｉｓｉｓａｔｉｇｈｔｅｒｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｔｈａｎ（６）．Ｉｎｆａｃｔ，ｔｈｉｓｉｓｔｈｅｔｉｇｈｔ
ｅｓｔｓｔａｔｉｃＩＱＣｉｎｔｈｅｓｅｎｓｅｔｈａｔｔｈｅσ（ｗ；ｚ）ｉｎ（８）ｌｏｗｅｒｂｏｕｎｄｓａｎｙｏｔｈｅｒσ（ｗ；ｚ）ｏｖｅｒＺ．
Ｅｘａｍｐｌｅ３ ＺａｍｅｓＦａｌｂＢｏｕｎｄ【１０】．ＳｕｐｐｏｓｅＨｉ（ｓ）ａｒｅａｎｙｓｔａｂｌｅｒａｔｉｏｎａｌｆｕｎｃｔｉｏｎｓｗｉｔｈ

Ｒｅ（１＋Ｈｉ（ｊω））０，ω （９）

ＤｅｎｏｔｅｂｙｈｉｔｈｅｉｍｐｕｌｓｅｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆＨｉ（ｓ）．Ｔｈｅｎ，ｗｅｈａｖｅ
（ｚｉ－ｕｉ）（ｕｉ＋ｈｉｕｉ）＝ｗｉｈｉ（ｕｉ－ｗｉ）０，ｉ

Ｈｅｎｃｅ，ｗｅｈａｖｅ
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σ（ｘπ，ｗ，ｚ）＝∑
ｍ

ｉ＝１
τｉｗｉ（ｈｉ（ｕｉ－ｗｉ））０ （１０）

ｗｈｅｒｅτｉ＞０ａｒｅａｎｙｃｏｎｓｔａｎｔｓ．Ｉｎｔｈｉｓｃａｓｅ，ｘπｉｓｔｈｅｓｔａｔｅａｓｓｏｃｉａｔｅｄｗｉｔｈＨ（ｓ）＝ｄｉａｇ｛Ｈ１（ｓ），…，Ｈｍ（ｓ）｝．Ｉｎｔｈｉｓ
ｅｘａｍｐｌｅ，Ｚ＝Ｌｍ２．
Ｉｎｔｈｅｐｒｅｓｅｎｃｅｏｆｘπ，ｗｅｃａｎｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｔｈｅｆｅｅｄｂａｃｋｓｉｇｎａｌｚｔｏｉｎｖｏｌｖｅｘπａｓｗｅｌｌ，ｉ．ｅ．，ｚ＝Ｋｘ＋Ｋπｘπ．Ｗｅｍａｙ

ｃｏｍｂｉｎｅ（１）ａｎｄ（４）ｔｏｏｂｔａｉｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇａｕｇｍｅｎｔｅｄｓｙｓｔｅｍ：

珓ｘ
·
（ｔ）＝Ａ珓ｘ（ｔ）＋Ｂｕ（ｔ）
ｚ（ｔ）＝Ｋ珓ｘ
ｅ（ｔ）＝Ｃ珓ｘ＋Ｄｕ（ｔ）

（１１）

ｗｈｅｒｅ珓ｘ＝［ｘＴ ｘＴπ］
Ｔ∈Ｒ珘ｎ，

Ａ＝
Ａ ０
ＢｚＫ Ａπ＋ＢｚＫ

[ ]
π

；Ｂ＝
Ｂ
Ｂ[ ]
ｕ
；Ｋ＝［Ｋ Ｋπ］；Ｃ＝［Ｃ ０］；Ｄ＝Ｄ． （１２）

Ｗｅｃａｎａｌｓｏｒｅｗｒｉｔｅｔｈｅｑｕａｄｒａｔｉｃｆｏｒｍσ（·）ａｓｆｏｌｌｏｗｓ：

σ（ｘπ，ｗ，ｚ）＝
珓[ ]ｘｕ

Ｔ

Ω
珓[ ]ｘｕ （１３）

ｆｏｒｓｏｍｅｓｕｉｔａｂｌｅｍａｔｒｉｘΩ．
ＳｙｓｔｅｍａｎａｌｙｓｉｓｕｓｉｎｇＩＱＣｉｓｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｌｅｍｍａ：
Ｌｅｍｍａ１ Ｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅａｒｇｕｍｅｎｔｅｄｓｙｓｔｅｍ（１２）ａｎｄａｇｉｖｅｎｃｏｎｓｔａｎｔγ＞０．ＬｅｔＶ（珓ｘ）＝珓ｘＴＰ珓ｘｂｅａｃａｎｄｉｄａｔｅ
Ｌｙａｐｕｎｏｖｆｕｎｃｔｉｏｎ，ｗｈｅｒｅＰ＝ＰＴ＞０．Ｔａｋｅ

珘Ｘ＝｛珓ｘ：Ｖ（珓ｘ）１｝ （１４）
ａｎｄｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇａｄｍｉｓｓｉｂｌｅｓｅｔｆｏｒｚａｓ

Ｚ＝｛Ｋ珓ｘ：珓ｘ∈Ｌ珘ｎ２，珓ｘ（ｔ）∈珘Ｘ，ｔ０｝ （１５）

ＳｕｐｐｏｓｅｔｈｅＩＱＣ（５）ｉｓｓａｔｉｓｆｉｅｄｆｏｒａｌｌｚ∈Ｚ．Ａｌｓｏｓｕｐｐｏｓｅ
ＡＴＰ＋ＰＡ ＰＢ
ＢＴＰ[ ]０ ＋γ－１ Ｃ

Ｔ

Ｄ[ ]Ｔ ［Ｃ Ｄ］＋Ω０ （１６）

ａｎｄ

ｒ－１‖Ｃ珓ｘ＋Ｄｕ‖２＋珓[ ]ｘｕ
Ｔ

Ω
珓[ ]ｘｕ０，珓ｘ∈珘Ｘ，ｕ＝（Ｋ珓ｘ） （１７）

Ｔｈｅｎ，珘Ｘｉｓａｎｉｎｖａｒｉａｎｔｓｅｔ．Ｆｕｒｔｈｅｒ，ｔｈｅｓｅｔ

Ｘ＝｛ｘ：
ｘ[ ]０∈珘Ｘ｝ （１８）

ｉｓａｄｏｍａｉｎｏｆｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｗｉｔｈｌｅｖｅｌγ．
Ｐｒｏｏｆ Ｃｏｎｓｉｄｅｒａｎｙ珓ｘ∈Ｌ珘ｎ２ｗｉｔｈ珓ｘ（ｔ）∈珘Ｘ，ｔ０ａｎｄｕ＝（Ｋ珓ｘ）．Ｆｒｏｍ（１６），ｗｅｇｅｔ

２珓ｘＴＰ珓ｘ
·＋γ－１‖Ｃ珓ｘ＋Ｄｕ‖２＋珓[ ]ｘｕ

Ｔ

Ω
珓[ ]ｘｕ０ （１９）

Ｕｓｉｎｇ（１７），ｔｈｅａｂｏｖｅｌｅａｄｓｔｏ
２珓ｘＴＰ珓ｘ

·

０
ｗｈｉｃｈｉｍｐｌｉｅｓｔｈａｔ珓ｘＴＰ珓ｘｉｓｎｏｎｉｎｃｒｅａｓｉｎｇａｎｄｈｅｎｃｅ珘Ｘｉｓａｎｉｎｖａｒｉａｎｔｓｅｔ．ＨｅｎｃｅｔｈｅＩＱＣ（５）ｈｏｌｄｓｆｏｒａｎｙｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ
ｏｆ珓ｘｓｔａｒｔｉｎｇｉｎ珘Ｘ．Ｒｅｔｕｒｎｉｎｇｔｏ（１９）ａｎｄｉｎｔｅｇｒａｔｉｎｇｉｔｆｒｏｍ０ｔｏ∞，ｗｅｇｅｔ

γ
－１∫

∞

０
‖ｅ（ｔ）‖２ｄｔ珓ｘＴ（０）Ｐ珓ｘ（０）＋∫

∞

０

珓[ ]ｘｕ
Ｔ

Ω
珓[ ]ｘｕｄｔ

Ｕｓｉｎｇ（５），ｗｅｃｏｎｃｌｕｄｅｔｈａｔ

γ
－１∫

∞

０
‖ｅ（ｔ）‖２ｄｔ珓ｘＴ（０）Ｐ珓ｘ（０）１

Ｈｅｎｃｅ，珘Ｘｉｓａｄｏｍａｉｎｏｆｐｅｒｆｏｍａｎｃｅｗｉｔｈγ，ｓｏｉｓＸ．
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２ ＩＱＣｂａｓｅｄｓｙｎｔｈｅｓｉｓ

Ｎｏｗａｋｅｙｔｅｃｈｎｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｉｓｐｒｅｓｅｎｔｅｄ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ１ Ｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅａｒｇｕｍｅｎｔｅｄｓｙｓｔｅｍ（１２）ａｎｄａｇｉｖｅｎｃｏｎｓｔａｎｔγ ＞０．ＬｅｔｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｉｎＬｅｍｍａ１

ｂｅｓａｔｉｓｆｉｅｄ．Ｓｕｐｐｏｓｅｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｓｃａｌｉｎｇ（ｃｏｎｓｔａｎｔ）ｍａｔｒｉｘＦｓｕｃｈｔｈａｔｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓａｒｅａｌｓｏｓａｔｉｓｆｉｅｄ：
（ⅰ）｜Ｆｉｚ（ｔ）｜σｉｆｏｒａｌｌｚ∈Ｚ，ｗｈｅｒｅＦｉｉｓｔｈｅｉｔｈｒｏｗｏｆＦ；
（ⅱ）ＴｈｅＩＱＣｃｏｎｄｉｔｉｏｎ（５）ｉｓｒｅｐｌａｃｅｄｂｙ

Ｉ
ε（Ｉ－Ｆ

[ ]
）



∏（ｊω）
Ｉ

ε（Ｉ－Ｆ
[ ]

）
０ ε∈［０，１］，ω （２０）

（ⅲ）Ｔｈｅｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ（１７）ｉｓｒｅｐｌａｃｅｄｂｙ

γ
－１（ＣＴ＋ＦＴＤＴ）（Ｃ＋ＤＦ）＋

Ｉ[ ]Ｆ
Ｔ

Ω
Ｉ[ ]Ｆ０ （２１）

Ｔｈｅｎ，ｕ＝Ｆｚｉｓａｎｕｎｓａｔｕｒａｔｅｄｌｉｎｅａｒ（ｄｙｎａｍｉｃ）ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒｔｈａｔｇｕａｒａｎｔｅｅｓｔｈｅｓａｍｅｄｏｍａｉｎｏｆｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅａｓｔｈｅ（ｐｏｓ
ｓｉｂｌｙ）ｓａｔｕｒａｔｅｄｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒｕ（ｔ）＝（珘Ｋ珓ｘ（ｔ））．
Ｐｒｏｏｆ Ｔａｋｅｕ＝Ｆｚ．Ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ（ⅰ）ｅｎｓｕｒｅｓｔｈａｔｉｎｐｕｔｓａｔｕｒａｔｉｏｎｄｏｅｓｎｏｔｏｃｃｕｒ．Ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ（ⅱ）ｇｕａｒａｎｔｅｅｓｔｈａｔ
ｔｈｅＩＱＣ（５）ｉｓｓａｔｉｓｆｉｅｄｆｏｒｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ（ｗ，ｚ）ｐａｉｒａｎｄｃｏｎｄｉｔｉｏｎ（ⅲ）ｉｍｐｌｉｅｓｔｈａｔ（１７）ｉｓａｌｓｏｓａｔｉｓｆｉｅｄｆｏｒｕ＝
Ｆｚ．Ｈｅｎｃｅ，ｆｒｏｍＬｅｍｍａ１，ｕ＝ＦｚａｌｓｏｇｕａｒａｎｔｅｅｓｔｈｅｓａｍｅｄｏｍａｉｎｏｆｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅＸ．
Ｒｅｍａｒｋ１ Ｔｈｅｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎｏｆ（２０）ｃａｎｏｆｔｅｎｂｅｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄａｓｆａｒａｓｔｈｅεｐａｒａｍｅｔｅｒｉｓｃｏｎｃｅｒｎｅｄ．Ｗｒｉｔｉｎｇ

Φ（ｊω）＝
Φ１１（ｊω） Φ１２（ｊω）

Φ２１（ｊω） Φ２２（ｊω
[ ]

）
，

ｉｔｉｓｐｏｉｎｔｅｄｏｕｔｔｈａｔｍｏｓｔＩＱＣｓ（ｉｎｃｌｕｄｉｎｇｔｈｏｓｅｌｉｓｔｅｄｉｎ【９】）ｈａｖｅｔｈｅｐｒｏｐｅｒｔｙｔｈａｔ

Φ１１（ｊω）０；Φ２２（ｊω）０，ω （２２）

Ｉｎｔｈｉｓｃａｓｅ，（２０）ｉｓｃｏｎｖｅｘｉｎε．Ｔｈｕｓ，ｉｔｉｓｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｔｏｃｈｅｃｋａｔε＝１（ｂｅｃａｕｓｅ（２０）ａｔε＝０ｉｓｔｈｅｓａｍｅａｓ

Φ１１（ｊω）０）．Ｔｈａｔｉｓ，（２０）ｉｓｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄｔｏｃｈｅｃｋｉｎｇ
Ｉ
Ｉ－[ ]Ｆ



∏（ｊω）
Ｉ
Ｉ－[ ]Ｆ０ ω （２３）

Ｔｈｅｓａｍｅｃｏｍｍｅｎｔａｐｐｌｉｅｓｔｏ（５），ｉ．ｅ．，ｉｔｓｕｆｆｉｃｉｅｓｔｏｃｈｅｃｋａｔε＝１ｗｈｅｎ（２２）ｈｏｌｄｓ．
ＮｅｘｔｗｅｓｈｏｗｓｅｖｅｒａｌｃａｓｅｓｗｈｅｒｅａｎＩＱＣｂａｓｅｄｓｙｎｔｈｅｓｉｓｄｏｅｓｎｏｔｙｉｅｌｄａｂｅｔｔｅｒｄｅｓｉｇｎａｓｆａｒａｓａｇｕａｒａｎｔｅｅｄｄｏｍａｉｎ

ｏｆｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｉｓｃｏｎｃｅｒｎｅｄ．
２．１ ＳｙｎｔｈｅｓｉｓｕｓｉｎｇｓｔａｔｉｃＩＱＣｓ
ＷｅａｐｐｌｙＴｈｅｏｒｅｍ１ｔｏｓｙｎｔｈｅｓｉｓｕｓｉｎｇａｓｔａｔｉｃＩＱＣ．
Ｌｅｔγ＞０，ＫａｎｄＰ＝ＰＴ＞０ｂｅｇｉｖｅｎ．ＦｏｒｍＸ＝｛ｘ：ｘＴＰｘ１｝．Ｄｅｆｉｎｅ

ρｉ＝ｍａｘ｛αｉ，ｍａｘｘ∈Ｘ｜Ｋｉｘ｜
｝

ａｎｄｓｉ＝αｉ?ρｉｆｏｒｉ＝１，…，ｍ．Ｔｈｅｎ，ｔｈｅｓｅｃｔｏｒｂｏｕｎｄｂａｓｅｄＩＱＣｉｓｇｉｖｅｎｂｙ（８）ａｎｄｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇａｄｍｉｓｓｉｂｌｅｓｅｔ
ｆｏｒｚｉｓｇｉｖｅｎｂｙ（７）．Ｎｏｔｅｔｈａｔ（１７）ｉｓｓａｔｉｓｆｉｅｄｆｏｒａｎｙγ＞０．
ＴｏｅｎｓｕｒｅｔｈａｔＸｉｓａｄｏｍａｉｎｏｆｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ，ｔｈｅＩＱＣｂａｓｅｄｓｙｎｔｈｅｓｉｓｒｅｑｕｉｒｅｓ（１６）ｗｈｉｃｈｉｓｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｔｏ

２ｘＴＰ（Ａｘ＋Ｂｕ）＋γ－１（Ｃｘ＋Ｄｕ）Ｔ（Ｃｘ＋Ｄｕ）＋∑
ｍ

ｉ＝１
τｉ（Ｋｉｘ－ｕｉ）（ｕｉ－ｓｉＫｉｘ）＜０，

ｘ[ ]ｕ≠０ （２４）

Ｎｏｗｔａｋｅｔｈｅｎｅｗｃｏｎｔｒｏｌｓｉｇｎａｌｓｕｉ＝ｓｉＫｉｘ．Ｗｅｓｅｅｔｈａｔｕｉ（ｔ）ａｒｅｎｏｔｓａｔｕｒａｔｅｄｉｎＸａｎｄｔｈａｔσ（ｗ，ｚ）＝０．Ｈｅｎｃｅ，ｂｙ
Ｔｈｅｏｒｅｍ１，ｔｈｉｓｕｎｓａｔｕｒａｔｅｄｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒａｃｈｉｅｖｅｓｔｈｅｓａｍｅｄｏｍａｉｎｏｆｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅＸ．Ｉｎｄｅｅｄ，ｔｈｉｓｃａｎｂｅｔｒｉｖｉａｌｌｙｖｅｒｉ
ｆｉｅｄｆｒｏｍ（２４）．Ｔａｋｉｎｇｕｉ＝ｓｉＫｉｘ，（２４）ｒｅｄｕｃｅｓｔｏ

２ｘＴＰ（Ａｘ＋Ｂｕ）＋γ－１（Ｃｘ＋Ｄｕ）Ｔ（Ｃｘ＋Ｄｕ）＜０，ｘ≠０
Ｉｎｔｅｇｒａｔｉｎｇｔｈｅａｂｏｖｅｆｒｏｍｔ＝０ｔｏ∞ｇｉｖｅｓ
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ａｎｄｓｉａｓｉｎＣａｓｅ１，ｗｈｅｒｅ珘Ｘｉｓｇｉｖｅｎｉｎ（１４）．Ｓｕｐｐｏｓｅ（１６）ｈｏｌｄｓ．Ｔｈｅｎ，ｂｙＬｅｍｍａ１，Ｘｉｎ（１８）ｉｓａｄｏｍａｉｎ
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σ（ｘπ，ｗ，ｚ）＝∑
ｍ

ｉ＝１
τ^ｉ（１－ｓｉ）ｓｉｚｉ（ｚｉ＋ｈｉｚｉ）
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