3. Modelos, sefiales y sistemas
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En particular, revisaremos algunas propiedades basicas de
las funciones transf erencias y los diagramas de bloques,
dos modelos matematicos muy comunmente usados en inge-
nieria de control.

No discutiremos en detalle como obtener modelos matema-
ticos en forma analitica. La derivacion de modelos matemati-
cos es una disciplina compleja en si misma, elementos de la
cual se estudian, por ejemplo, en Procesos y Maquinas Indus-
triales 1 y Il.
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Modelos en contr ol

El disefio de un sistema de control tipicamente requiere un de-
licado balance entre limitaciones fundamentales y soluciones
de compromiso. Para poder lograr este balance, es necesario
tener una comprension cabal del proceso en cuestion.

Esta comprension usualmente se captura en un modelo ma-
tematico . Teniendo un modelo, es posible predecir el impacto
de distintos disefos posibles sin comprometer al sistema real.

En este capitulo vamos a discutir brevemente como
m elegir el nivel adecuado de complejidad de un modelo;

= linealizar modelos no lineales;
= obtener experimentalmente modelos elementales.

CAUT1 Clase 3 3

El por qué de los modelos matematicos en
contr ol

Recordando el ejemplo de la colada continua, el control del
nivel en este proceso sélo tiene tres formas de manipular la
valvula: abrirla, cerrarla, o dejarla como esta.

Sin embargo, hemos visto también que el modo preciso en
gue estas acciones se llevan a cabo involucran compromisos
delicados entre objetivos de disefio contrapuestos, tales co-
mo la velocidad de respuesta y la sensibilidad a ruido de me-
dicion.

Para muchos problemas es posible encontrar un controlador
adecuado simplemente mediante prueba y error. Sin embar-
go, en muchos casos el enfoque de pruebay error no es facti-
ble, debido a complejidad, eficiencia, costo, o aun seguridad.
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En particular, es imposible mediante pruebay error responder
a cuestiones como las siguientes antes de hacer pruebas:

= Dada una planta y un objetivo deseado de operacion, ¢ qué
controlador puede alcanzarlo? ¢ Se puede alcanzar el obje-
tivo propuesto con algun controlador?

= Dados un controlador y una planta, ¢ cdmo operaran en lazo
cerrado?

= ;Por qué un lazo dado opera de la forma que lo hace?
¢,Puede mejorarse? ¢ Con qué controlador?

= ;Como cambiaria la operacion si se cambiaran los parame-
tros del sistema, o si las perturbaciones fueran mayores, o
si fallara algin sensor?

Para responder sistematicamente a estas cuestiones necesi-
tamos modelos matematicos.
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Complejidad de modelos

Al construir un modelo es importante tener en cuenta que to-
do proceso real es complejo, por lo que cualquier intento de
construir una descripcion exacta de la planta es usualmente
una meta imposible de alcanzar.

Afortunadamente, la realimentacién usualmente nos permite
tener éxito aun con modelos muy simples, siempre y cuando
éstos capturen las caracteristicas esenciales del problema.

Es importante destacar que los modelos empleados para con-
trol usualmente difieren de los utilizados, por ejemplo, para
disefio del proceso.
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Los modelos matematicos nos brindan los medios de capturar
el comportamiento de un sistema sujeto a condiciones inicia-
les, entradas de control y perturbaciones mediante un conjun-
to de ecuaciones matematicas.

La importancia de los modelos mateméticos radica en

gue pueden ser

= simulados en situaciones hipotéticas,

= ensayados en estados que serian peligrosos en el
sistema real, y

= usados como base para sintetizar controladores.
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Los sistemas reales pueden ser arbitrariamente complejos,
por lo que todo modelo debera ser necesariamente una des-
cripcién aproximada del proceso. Introducimos tres definicio-
nes para clarificar este enunciado.

Modelo nominal. Es una descripcidén aproximada de la plan-
ta que se usa para el disefio de control.

Modelo de calibracién. Es una descripciébn mas exhaustiva
de la planta. Incluye caracteristicas no usadas en el disefio
de control pero que tienen directa influencia en el desem-
pefo alcanzado.

Error de modelo. Es la diferencia entre el modelo nominal y
el modelo de calibracion. Los detalles de este error podrian
ser desconocidos, pero podrian disponerse de cotas apro-
ximadas.
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Construccion de modelos

Dos enfoques diferenciados para la construccion de modelos:

Experimental. Se basa en pensar al sistema como una caja
negra. En este enfoque se postula una determinada estruc-
tura de modelo, a la que que se varian los parametros, bien
via prueba y error, o bien via algun algoritmo, hasta que la
el comportamiento dindmico del modelo se ajusta al obser-
vado en la planta mediante ensayos.

Analitico. Se basa en el uso de leyes fisicas (conservacion
de masa, energiay momento). El modelo se obtiene a partir
de las leyes fenomenolégicas basicas que determinan las
relaciones entre todas las sefiales del sistema.

En la practica es coman combinar ambos enfoques.
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Los modelos relevantes en control son a menu-
do bastante simples en comparacion al proceso
verdadero, y usualmente combinan razonamiento
fisico con datos experimentales.

Otra consideracion de relevancia practica es la inclusion del
actuador en el proceso de modelado. Los actuadores son, en
general, bastante alineales, y usualmente tienen su propia di-
namica que, a veces, puede hasta dominar otras caracteristi-
cas del proceso (como suele pasar con vélvulas, actuadores
hidraulicos, rectificadores controlados)

Asi, de aqui en mas, cuando nos refiramos al modelo de la
planta, entenderemos que este modelo también incluye los
actuadores, cuando sea necesario.
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Ejemplo. Consideremos un tanque cilindrico de area A que
descarga a través de un orificio en el fondo. Los principios
fisicos indican que el flujo de descarga g, puede modelarse
razonablemente como a,(t) = Ky/h(t), donde h es el nivel de
liquido en el tanque y K una constante a determinar, por ejem-
plo, usando principios fisicos.

Por ejemplo, se mide h(t) cada T se-
gundos, donde T se elige tal que la
variacion |h(t) —h(t — T)| sea peque-
fia. Asi, G,(t) ~ |h(t) —h(t — T)|A/T,
y K podria estimarse haciendo una
regresion lineal de g,(t) sobre /h(t)
Figura de Dorf & Bishop (2000). para distintos valores de t.

Vemos en este ejemplo como el modelo final combina conoci-
miento fisico con mediciones experimentales.
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Linealizacion

Aunque casi todo sistema real tiene caracteristicas no linea-
les, muchos sistemas pueden describirse razonablemente por
modelos lineales — al menos dentro de ciertos rangos de ope-
racion.

Como normalmente un sistema de control opera en las cerca-
nias de un equilibrio, se hace una linealizacién alrededor de
este equilibrio. El resultado es un modelo lineal, mucho mas
simple, pero adecuado para el disefio de control.

Para un mismo sistema no lineal, la linealizacién alrededor de
distintos puntos de equilibrio dara, en general, distintos mo-
delos linealizados.
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Consideramos la linealizacion del modelo general en ecua-
ciones de estado

(1)

alrededor de un punto de equilibrio , o punto de operacion .

Un punto de equilibrio esta definido por un triplo de valores
constantes (x*,u*,y*) que satisfacen (1), es decir que

0= f(x*,u")

y' =g(x,u).
Vamos a considerar la linealizacién del sistema alrededor de

un punto de equilibrio (alternativamente, también podria ser
alrededor de una trayectoria).
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Si las variables x e R", ue R™, y € RP, entonces A,B,C,D son
matrices — las matrices Jacobianas de f y g evaluadas en
el punto de operacién, es decir,

>wﬁ e R™", mwﬁ e R™™
OX |y Ul
. 99 . 99
C=— RPN D=—= RP*M (4
x|y ’ aul,. . @

X, u* X*, U

fixy)

Punto de operacién

Silas variables x, u, e y son escalares
(o sea, € R), entonces A,B,Cy D son
también escalares y representan las
pendientes de las superficies f ygen
el punto de operacion.
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Si las funciones f y g son suficientemente regulares, las ecua-
ciones (1) pueden aproximarse por

X(t) ~ f(x*,u")+ of AX(t) + of Au(t),
OX |y Ul 2
‘)4 29 99
V(O ~ g0, + 2 A+ 33 Au),

X, u* x*, u*

donde Ax(t) = x(t) —x* y Au(t) = u(t) — u*.
Como f(x*,u") =0=x"y g(x*,u*) =y*, de (2) obtenemos final-
mente el sistema (incremental) linealizado

AX(t) = AAX+ BAU

3
Ay = CAx+ DAu.
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Ejemplo: levitador magnético. La figura muestra el esque-
ma de un sistema de suspension magnética, en el que una
bola de material ferromagnético de masa m se “levita” me-
diante un electroiman controlado por fuente de corriente.

_ gmm El movimiento de la bola se puede aproxi-

Y mar por la ecuacion diferencial no lineal
v
g y(t) — @.Tg [i(H)]"=0, (5)

donde g es la aceleracion de la gravedad, y(t) es la posicion
de la bola, e i(t) la corriente de excitacion del electroiman. Los
parametros L, y a son constantes positivas.

Deseamos obtener un modelo incremental linealizado alrede-
dor de un punto de equilibrio definido por la corriente i(t) =i*.




CAUT1 Clase 3 16

Solucion:

Punto de equilibrio. En el punto de equilibrio inducido por la
corriente constante i(t) = i*, necesariamente y(t) = constante,
es decir, y(t) = 0=y(t). Asi, de (5) obtenemos

Loa.

|%.;| ||*|
oINBAm.IEL; g =>y= N3@_ a

Ecuaciones de estado NL. Definiendo las variables de estado
X; =Y, X, =Y, y laentrada u=i, obtenemos de (5) las ecuacio-
nes de estado en la forma (1),
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Escalamiento !

Un factor importante antes de trabajar con un modelo es hacer
una buena seleccion de los factores de escala (unidades) para
las variables y el tiempo.

Un buen escalamiento hara los calculos mas simples y mas
precisos y disminuira enormemente los problemas de simula-
cién en computador.

. %(t)
(0] " [ t0e)
V.AMAC @|§—CAHZN ﬁmAXHAC“CACV Amv
! \er §2.6 en Franklin, Powell & Emami-Naeini (1991), Control de sistemas dinamicos
<AC = XHAC = OAXHACV. con retroalimentacion. Addison-Wesley Iberoamericana.
CAUT1 Clase 3 17 CAUTI1 Clase 3 19

Jacobianos y modelo linealizado.

[0f 9f)] 0 1
ﬁl Ox 0% | _ L.au? @I 99 Jg IT. O@
ox |of, 9| _ o™ o]’ ox L9 9%] T
L0 0] | m(a+xy)°
01 [ 0
WFH M_ = | Lau |, %Ho
u kn | m(a+x,)2 u

Con los valores numéricos L, = 0,01H, a= 0,05m, m= 0,01kg,
g=9,81m/s? y i* = 2A, obtenemos y* = 0,050963 Con x, = y*
y u=i* en (4), obtenemos el modelo incremental lineal

. 0 1 0
Ax = Tﬁwﬁ L Ax+ T%L Au
Ay(t) = [1 0]Ax.

Ejemplo. Volvamos al ejemplo anterior para ilustrar el proce-
dimiento en concreto. Las ecuaciones del sistema incremental
lineal obtenido pueden escribirse de la forma

. (7)

Ax, = 194 327Ax, — 9,81Au.
Para este sistema tan simple las magnitudes de los parame-
tros no estan tan mal, pero aun asi es bueno en la practica
tratar de tener constantes entre 0,1y 100, o entre 0,1y 10 si

es posible, mediante una cuidadosa seleccion de escala, es
decir las unidades en que medir las variables.

Definamos las variables normalizadas

AV AX, Au
=—, =—= V=—, T=w. 8
“ Xo1 % X02 Ug “ (©)
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El escalamiento de tiempo cambia la diferenciacion:

dAXx dAx dAx

T d(r/wy) Y

Este escalamiento en Ax; y AX, y el uso de (8) en (7) da
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Tipos de modelos
Atrib uto Atrib uto antagénico  Determina si. ..
SISO MIMO ... las ecuaciones del modelo

tienen una entrada y una sali-
da.

Lineal No lineal ...las ecuaciones del modelo
dz, son lineales en las variables
Aocoxsvﬂ = X022 del sistema.
QNN Estacionario Inestacionario ... los parametros del modelo
?Voxomvﬂ = (194327xy;) 2, — (9,8Up)V, son constantes.
Continuo Discreto ...las ecuaciones del modelo
0 sea, describen su comportamiento
en cada instante de tiempo, 0
QNH X0 s6lo en muestras discretas.
dr = WeXe 4 Entrada-salida Espacio de estados ...las ecuaciones dependen
L sélo de las entradas y las sa-
dz, _ HoﬁwmﬂxSN B Pch< lidas, o también de variables
dr WhXoo 1 WXop de estado.
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Si tomamos la posicion en cm, resulta x,, = 0,01; la velocidad Sistemas lineales, estacionarios, en :mB_uo
en dm/s da Xy, = 0,1. Asi, si elegimos w, = 10, tenemos contin uo

dr =7

M_|Nw =1,94327z, — (9,81ug)v.
Finalmente, tomando u, = 1/9,81= 0,102 llegamos al sistema
normalizado

gue es un modelo con parametros bastante mejor escalados
gue el original. Mucho mejor para manipulacion y simulacion
digital. Cualitativamente, ambos modelos son equivalentes.

Los sistemas que vamos a considerar estan descriptos por
modelos lineales, estacionarios, en tiempo continuo. Estos
pueden siempre representarse por una ecuacion diferencial
ordinaria de la forma

gt +a, g1 +---+agy(t) =bm gim +---+bgu(t). (9)
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Transf ormada de Laplace

Para una sefial en tiempo continuo y(t) definida parat € [0, ),
se define la transf ormada de Laplace

20} =Y = [ eTymar

Una propiedad muy util de la transformada de Laplace es la
de la transformada de la derivada de una funcion,

Z{y(O)} =sY(s) —y(0).
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Algunas definiciones pertinentes a funciones transferencia:

Ceros del sistema: son las raices de N(s) = 0.
Polos del sistema: son las raices de D(s) =0.

Grado relativ o: es la diferencia en grados n— m entre nume-
rador y denominador.

Funcion transf erencia propia: sim<n.
Funcién transf erencia estrictamente propia: sim<n.
Funcién transf erencia bipropia: sim=n.

Funcion transf erencia impropia: sim>n.
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Funciones transf erencia

Asumiendo condiciones iniciales nulas — y(0~) = 0,y(0") =
0,...) — si aplicamos la transformada de Laplace a la ecua-
cion diferencial (9) la convertimos en la alg ebraica

SY(9)+8, 187 (8) + - +8oY(S) = b (5) + - +boU (9),
que puede expresarse alternativamente como

Y(s) =G(s)U(s), donde G(s) = %“ y donde

ZAMV = Ugm_leUB\“_.mﬁ:\“_.lT. : .|_|Uou _UAMV = w—,_lTW:\“_.m:\Hl_l. . |_|m~o

La funcion G(s) es la funcion transf erencia del sistema. Es
un modelo entrada-salida .
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Funcién transf erencia y ecuaciones de estado

Dadas las ecuaciones de estado
X(t) = AX(t) + Bu(t
(t) = Ax(t) +Bu(t) (10
y(t) =Cx(t) + Du(t),

si les aplicamos .Z{c} obtenemos las ecuaciones algebraicas

sX(s) = x(07) = AX(s) + BU(s)
Y(s) =CX(s)+DU(s),
de donde X(s)=(sl —A) x(0 )+ (sl —A) BU(s)
Y(s) =[C(sl —A) "B+ DJU(s) +C(sl —A)x(0").

Asi, |G(s) =C(sl |>V|Hw+_ui es la funcion transferencia del
sistema (10).
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Funcién de transf erencia de sistemas con
retardo

En general, vamos a considerar funciones transferencia racio-
nales y propias, que corresponden a sistemas lineales, esta-
cionarios y de dimension finita (orden finito).

Una excepcion de gran importancia en la practica es el caso
de sistemas con retardo entre entrada y salida. Estrictamen-
te, estos sistemas tienen dimension infinita . Sin embargo,
su representacion mediante funcion transferencia es adn tra-
table, aunque deja de ser racional.

La funcion transferencia de un retardo de T segundos es de
la forma
G(s)=e T o yt)=ut-T).

CAUT1 Clase 3 30

Estabilidad de funciones transf erencia

Estabilidad entrada-salida. 2 Decimos que un sistema es es-
table entrada-salida, o BIBO estable, si toda entrada acotada
produce una salida acotada.

Teorema. [Estabilidad entrada-salida] Un sistema lineal,
estacionario y de tiempo continuo es estable entrada-salida
si todos los polos de su funcién transferencia tienen parte real
negativa.

Estabilidad Inestabilidad

Region de estabilidad entrada-
salida para los polos de G(s).

2También Estabilidad BIBO, del inglés Bounded-Input Bounded-Output, (entrada aco-
tada/salida acotada).
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Ejemplo: Sistema inter cambiador de calor. Un ejemplo
simple de un sistema con retardo es el intercambiador de ca-
lor de la figura.

La funcion tranferencia
entre la entrada (ten-

~ 7] —= ———= sion aplicada al elemen-
- jﬂwﬁﬁ T_ ——= to calefactor) y la sali-
L]

W

da (temperatura sensa-
da) es aproximadamen-

Ventilador glemento Sensor de
calefactor temperatura te Qm _m. dhO_._.:m.
_Am\w._.
G(s) = —.
(1s+1)

Notar que K, T y 1 dependen de la velocidad del ventilador,
que puede ser variable. Aungue muy simple, este tipo de mo-
delo es muy comun en aplicaciones de control de procesos.
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Desafio: Asumiendo una funcién transferencia racional y pro-
pia, demostrar el Teorema. Ayuda:

Mostrar que si todos los polos de G(s) tienen parte real ne-
gativa, entonces la antitransformada g(t) (respuesta al im-
pulso del sistema) es absolutamente integrable, es decir,

\_@AJ_QHA_/\_“ para alguna M > 0.
0

Mostrar que si g(t) es absolutamente integrable, entonces
para toda entrada acotada u(t) la salida

y(t) = £~ H{G(9U ()}
H\HQQIJCAJ%H\H@AJ%IJ%
0 0

es acotada — o sea, el sistema es estable entrada-salida.
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Diagramas de bloques

Capturan la esencia del sistema en un formalismo grafico abs-
tracto de simple manipulacion. Representan el flujo y proce-
samiento de las sefiales dentro del sistema.

Los diagramas de bloques
permiten ver la similaridad
esencial entre distintos tipos
de sistemas (independizan del
dominio fisico).

Otro formalismo gréfico con
_ esta propiedad son los diagra-
Figura del curso ME155, Prof. Astom, ucs 200, IMAS de enlaces (bond graphs).
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Resumen

= Para poder disefiar en forma sistematica un controlador pa-
ra un sistema es necesario disponer de una descripcion
formal — aunque posiblemente simple — del mismo. Esta
descripcion es el modelo matematico del sistema.

= Los modelos matematicos pueden obtenerse en forma ex-
perimental o analitica, y en general, en la practica, mediante
una combinacion de ambos métodos.

= En general, los modelos matematicos involucran un con-
junto de ecuaciones diferenciales no lineales. En muchos
casos, estas ecuaciones pueden linearizarse alrededor de
un punto de operacion, con lo que se obtiene un modelo
incremental lineal mucho mas tratable.
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Alg ebra de bloques

(b)

¥
LG H, 4G\ G,GLGH,
Ejemplo de Dorf & Bishop

(c} (d) (2000)
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= La eleccién de unidades adecuadas (escalamiento) de las
variables y el tiempo permite mejorar los modelos desde el
punto de vista computacional.

m Las funciones transferencia describen las propiedades
entrada-salida de los sistemas en forma algebraica en el
dominio Laplace.

= Una funcion transferencia es estable entrada-salida (entra-
da acotada/salida acotada) si todos sus polos tienen parte
real negativa.




