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Notas de Clase

((Cubo)) por M.C. Escher

Por Julio H. Braslavsky
Profesor Asociado

Automatización y Control Industrial
Universidad Nacional de Quilmes

Agosto 2001
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Índice general Notas de CAUT2 - III

5.4.1. Estabilidad Interna de Sistemas Discretos . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
5.5. Estabilidad de Sistemas Inestacionarios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

5.5.1. Estabilidad entrada/salida . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
5.5.2. Estabilidad interna . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
5.5.3. Invariancia frente a transformaciones de equivalencia . . . . . . . . . . 87

5.6. Resumen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
5.7. Ejercicios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

6. Controlabilidad y Observabilidad 91
6.1. Controlabilidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

6.1.1. Definiciones y tests fundamentales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
6.1.2. Control de mı́nima energı́a y gramiano de controlabilidad . . . . . . . 94
6.1.3. Tests PBH de controlabilidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
6.1.4. Controlabilidad y transformaciones de semejanza . . . . . . . . . . . . 98

6.2. Observabilidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
6.2.1. Definiciones y tests fundamentales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
6.2.2. Gramiano de observabilidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
6.2.3. Tests PBH de observabilidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
6.2.4. Observabilidad y transformaciones de semejanza . . . . . . . . . . . . 102

6.3. Descomposiciones Canónicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104
6.4. Condiciones en Ecuaciones en Forma Modal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
6.5. Ecuaciones de Estado Discretas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114
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7.4.1. Restricciones algebraicas en Ŝ(s) y T̂(s) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134
7.4.2. Especificaciones de diseño en la respuesta temporal . . . . . . . . . . . 134
7.4.3. Restricciones en la respuesta al escalón . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135
7.4.4. Efecto de ceros y polos en el eje imaginario . . . . . . . . . . . . . . . . 139

7.5. Resumen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142
7.6. Ejercicios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142
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Índice de figuras
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Capı́tulo 1

Introducci ón

1.1. Introducci ón a Control Autom ático 2

Esta asignatura es un curso avanzado en sistemas lineales y técnicas de control. Intro-
duce la representación y el diseño de sistemas en dominio temporal, en contraste con las
técnicas clásicas basadas en función transferencia, dominio frecuencial, como las vistas en
Control Automático 1.

El objetivo del curso es brindar una introducción en profundidad a los conceptos funda-
mentales de la teorı́a de sistemas lineales descriptos por ecuaciones en variables de estado,
y a las principales técnicas de análisis y diseño de sistemas lineales de control en variable de
estado.

Los sistemas a los que nos referiremos a lo largo de la materia son representaciones ma-
temáticas de sistemas fı́sicos, y el tipo de representación considerada son las ecuaciones dife-
renciales en variable de estado. Como veremos, estas representaciones matemáticas pueden
clasificarse como

representaciones externas

representaciones internas

En general, vamos a asumir que el modelo del sistema fı́sico está disponible. Es decir,
no vamos a profundizar en la obtención de este modelo, que puede hacerse utilizando
técnicas de modelado a partir de leyes fı́sicas (como en Procesos y Máquinas), o a través de
estimación paramétrica (como en Identificación).

1.1.1. Representaci ón Externa

A partir de la propiedad de linealidad, un sistema puede describirse mediante la ecua-
ción integral

y(t) =
∫ t

t0

G(t, τ)u(τ) dτ (1.1)

La ecuación (1.1) describe la relación entre la señal de entrada u y la señal de salida y,
ambas funciones, en general vectoriales, de la variable real t, el tiempo.

1
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Este tipo de representación es entrada-salida o externa, y el sistema en sı́ está descripto
como un operador, denotémoslo G, que mapea la función u en y,

G : u 7→ y
y = Gu

y(t) =
∫ t

t0

G(t, τ)u(τ) dτ .

Para cada posible señal de entrada u, el operador G “computa” la salida y a través de la
integral (1.1), que está definida por la función G, intrı́nseca al sistema.

1.1.2. Representaci ón Interna

La descripción externa (1.1) vale para sistemas a parámetros distribuidos (como las lı́neas
de transmisión de energı́a eléctrica). Cuando el sistema es a parámetros concentrados, enton-
ces también puede describirse por ecuaciones del tipo

ẋ(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) (1.2)
y(t) = C(t)x(t) + D(t)u(t) . (1.3)

Notar que la ecuación (1.2) es un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden,
mientras que la ecuación (1.3) es un sistema de ecuaciones algebraicas. Conforman lo que
se conoce como representación interna de sistemas lineales.

Como el vector x se denomina el estado del sistema, el conjunto de ecuaciones (1.2), (1.3)
se denominan ecuación en espacio de estados, o simplemente, ecuación de estado.

1.1.3. Sistemas Estacionarios

Si el sistema es lineal, además de ser a parámetros concentrados, estacionario, entonces
las ecuaciones (1.1), (1.2) y (1.3) se reducen a

y(t) =
∫ t

0
G(t− τ)u(τ) dτ (1.4)

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) (1.5)
y(t) = Cx(t) + Du(t) . (1.6)

Para los sistemas lineales estacionarios es posible aplicar la transformada de Laplace, que
es una herramienta importante en análisis y diseño (Control Automático 1). Aplicando la
transformada de Laplace a (1.4) obtenemos la familiar representación

ŷ(s) = Ĝ(s)û(s) (1.7)

donde la función Ĝ(s) = L{G(t)} es la función o matriz transferencia del sistema. Ambas
(1.4) y (1.7) son representaciones externas; (1.4) en el dominio temporal, y (1.7) en el dominio
frecuencial.

1.1.4. Panorama de la Materia



1. Introducción Notas de CAUT2 - 3

1. Introducción

2. Descripción Matemática de Sistemas

a) Una taxonomı́a de sistemas

b) Sistemas lineales

c) Sistemas lineales estacionarios

d) Linealización

e) Sistemas discretos

3. Herramientas de Álgebra Lineal

a) Vectores y matrices

b) Bases y ortonormalización

c) Ecuaciones lineales algebraicas

d) Transformaciones de similitud

e) Forma diagonal y forma de Jordan

f ) Funciones matriciales

g) Ecuación de Lyapunov

h) Algunas fórmulas útiles

i) Formas cuadráticas y matrices defini-
das positivas

j) Descomposición en valores singula-
res

k) Normas de matrices

4. Solución de la Ecuación de Estado y Reali-
zaciones

a) Solución de ecuaciones de estado es-
tacionarias

b) Cambio de coordenadas

c) Realizaciones

d) Sistemas lineales inestacionarios

5. Estabilidad

a) Estabilidad entrada-salida

b) Estabilidad interna

c) Teorema de Lyapunov

d) Estabilidad de sistemas inestaciona-
rios

6. Controlabilidad y Observabilidad

a) Controlabilidad

b) Observabilidad

c) Descomposiciones canónicas

d) Condiciones en ecuaciones en forma
de Jordan

e) Ecuaciones de estado discretas

f ) Controlabilidad y muestreo

g) Sistemas inestacionarios

7. Especificaciones y Limitaciones de Diseño

a) Funciones de sensibilidad

b) Especificaciones de diseño

c) Limitaciones en la respuesta tempo-
ral

d) Limitaciones en la respuesta frecuen-
cial

8. Realimentación de Estados y Observado-
res

a) Realimentación de estados

b) Regulación y seguimiento

c) Observadores

d) Realimentación de estados estimados

e) Realimentación de estados — Caso
MIMO

f ) Observadores — Caso MIMO

g) Realimentación de estados estimados
— Caso MIMO

9. Introducción al Control Óptimo

a) El principio de optimalidad

b) Regulador óptimo cuadrático

c) Estimador óptimo cuadrático

d) Control óptimo cuadrático Gaussia-
no
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1.2. Bibliografı́a y Material de Estudio

Para los capı́tulos 1 a 6 y 8, el programa sigue muy de cerca el libro de texto (en inglés,
sorry!)

Chi-Tsong Chen. Linear System Theory and Design. Oxford University Press, 3rd edi-
tion, 1999.

Para el capı́tulo 7 puede consultarse

M.M. Seron, J.H. Braslavsky, G.C. Goodwin. Fundamental Limitations in Filtering and
Control. Springer-Verlag, 1997.

Para el capı́tulo 9,

John S. Bay. Fundamentals of Linear State Space Systems. WCB/McGraw-Hill, 1999.

Otros libros recomendados:

Wilson J. Rugh. Linear System Theory. Prentice Hall, 2nd edition, 1995.

T. Kailath. Linear Systems. Prentice Hall, Englewood Cliffs, NJ, 1980.

E.D. Sontag. Mathematical control theory. Deterministic finite dimensional systems. Springer-
Verlag, 2nd edition, 1998.

1.3. Página de CAUT2 en Internet

Todo material dado en clase (y más) está disponible en forma electrónica de las páginas
www de CAUT2:

http://www.unq.edu.ar → Carreras
→ IACI
→ Más información sobre la carrera
→ Educación
→ Núcleo básico
→ Control Automático 2

También se publicarán aquı́ resultados de parciales, ejercicios, exámenes anteriores, etc.

1.4. Régimen de Aprobaci ón

Según la Resolución del Consejo Superior de la UNQ del 20 de junio de 2000, las asigna-
turas podrán aprobarse mediante un régimen de regularidad, o mediante exámenes libres.
Todas las asignaturas podrán ser rendidas de forma libre en las fechas fijadas por el calen-
dario académico.

En Control Automático 2 aprobar significa obtener un rendimiento no inferior al 60 %.
La conformación de la nota final en cada régimen de aprobación es la siguiente:

Aprobación mediante Régimen de Regularidad:
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Exámenes Parciales (2): 40 %
Trabajos Prácticos (3): 10 %
Práctica Integradora: 25 %
Coloquio Integrador: 25 %

Los exámenes parciales deben aprobarse para pasar a rendir la práctica integradora.
La nota de uno o ambos exámenes parciales podrá recuperarse en un único examen
parcial adicional hacia el fin del curso. El primer parcial cubre los capı́tulos 1 a 5 del
programa. El segundo parcial cubre los capı́tulos 6 y 7 completos, y las secciones 8.1
a 8.4 del 8.

La práctica integradora incluye las secciones 8.5 a 8.7 del capı́tulo 8, y el 9 completo.
La práctica integradora debe aprobarse para pasar al coloquio integrador.

Aprobación mediante Examen Libre:

Práctica A: 50 %
Práctica B: 25 %
Coloquio Final: 25 %

La práctica A cubre el temario de los dos parciales de regularización, y la práctica B el
de la práctica integradora. La práctica A debe aprobarse para pasar a la B, y ésta para
pasar al coloquio final.

1.5. Calendario

LUNES MARTES MIÉRCOLES JUEVES VIERNES

Ago 6 Clase 1

§1
7 8 Clase 2

§2
9 10

13 Clase 3
§2

14 15 Clase 4
§3

16 17

20 Clase 5
§3

21 22 Clase 6
§3

23 24

27 Clase 7
§3

28 29 Clase 8
§4

30 31

Sep 3 Clase 9

§4
4 5 Clase 10

§4
6 7

10 Clase 11
§4

11 12 Clase 12
§5

13 14

17 Clase 13
§5

18 19 Clase 14
§5

20 21

24 Clase 15
§6

25 26 Clase 16
§6

27 28
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LUNES MARTES MIÉRCOLES JUEVES VIERNES

Oct 1 Clase 17
§6

2 3
Primer parcial

4 5

8 Clase 18
§6

9 10 Clase 19
§7

11 12

15 Clase 20
§7

16 17 Clase 21
§7

18 19

22 Clase 22
§7

23 24 Clase 23
§8

25 26

29 Clase 24
§8

30 31 Clase 25
§8

Nov 1 2

5 Clase 26
§8

6 7 Clase 27
§8

8 9

12 Clase 28
§9

13 14 Clase 29
§9

15 16

19 Clase 30
§9

20 21
Segundo parcial

22 23

26 Clase 31
§9

27 28 Clase 32
§9

29 30

Dic 3
Recuperatorio
parcial

4 5 Clase 33 6 7

10 Clase 34 11 12 Clase 35 13 14
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