Capitulo 2

Descripci 6n Matem atica de Sistemas

2.1. Unataxonomia de sistemas

Uno de los problemas mds simples en robética es el control de la po-
sicién de un brazo simple de robot usando un motor colocado en la
junta. Matematicamente, este sistema no es mds que un péndulo con-
trolado por torque.

Asumiendo que la friccién es despreciable, que el brazo es rigido, y
que toda la masa del brazo estd concentrada en el extremo libre, apli-
cando las leyes de Newton, el angulo 0 respecto de la vertical estd dado
por la ecuacién diferencial

Figura 2.1:
.. ) Péndulo
mO(t) +mgsin(t) = u(t). (2.1)
El brazo simple de robot es un ejemplo de lo que se llama un sistema dindmico, causal, de
tiempo continuo, finito-dimensional, no lineal y estacionario.

Dindmico se refiere a que las variables que definen el estado del brazo en un instante ¢
dado, 8 y 9, no dependen en forma instantdnea del torque de control u. Si por ejemplo se
aplica un valor de torque constante, 8 tomara un tiempo no nulo en alcanzar su valor de
equilibrio.

Un sistema no dindmico es estitico, y en €l la salida de-
pende en forma instantdnea de la entrada. Un ejemplo es un
amplificador electrénico donde efectos capacitivos e inducti-
vos son despreciables. Los sistemas estéticos suelen llamarse
también sin memoria.

Un sistema es causal o no anticipativo si la salida en un ins-
tante dado depende de los valores presentes y pasados de la
entrada, y no de valores futuros. Sistemas anticipativos o predictivos pueden “adivinar” en-
tradas futuras. Ningtn sistema fisico real es anticipativo.

La salida actual de un sistema causal depende del pasado de la entrada. ;Pero cuanto
tiempo atrds tienen efecto valores pasados de la entrada? Estrictamente, habria que volver
atrds en el tiempo hasta —oo, lo que no es muy préctico. El concepto de estado salva este
problema.

Figura 2.2: Amplificador

Definicién 2.1 (Estado). El estado x(ty) de un sistema en el instante t; es la informacién en
to que junto con la entrada u(t) para t > t, determina univocamente la salida y(t) para
todo t > ty.
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El estado x(tp) resume toda la historia del sistema desde —oo hasta ty: conociendo el
valor de éngulo 6 y velocidad angular 0 en t;, podemos predecir la respuesta del brazo de
robot a valores de torque u para todo t > t,.

Podemos pensar que la entrada para t > t, y las condiciones iniciales x(t,) determinan la
evolucion del sistema para t > ¢

El ejemplo del brazo de robot es finito-dimensional, puesto que el estado x(f) en un ins-
tante cualquiera de tiempo t puede ser caracterizado completamente por un ntiimero finito
de pardmetros (en este caso, dos: dngulo y velocidad angular).

Un ejemplo de sistema infinito-dimensional aparece en el problema de regulacién de la
temperatura del aula por medio de acondicionadores de aire. La temperatura aparece como
una distribuciéon en todo el volumen del aula, y su caracterizacién completa requiere un
namero infinito de datos (la temperatura en todos los puntos del aula).

El término en tiempo continuo se refiere al hecho de que la variable ¢ es continua, en
contraste al caso de un sistema definido por una ecuacion diferencia

xlk 4+ 1] = Ax[k] + Bu[x].

2.2. Sistemas Lineales

Un sistema se llama lineal si cumple con el principio de superposicion, es decir, dados dos
pares de condiciones iniciales y entradas,

xi(i'o)

arai=1,2, 2.2
ui(t), t > to P 2.2)

xi(t), t >ty & {

tenemos que

Xl(to) —+ .X'z(t())
x1(t) + x2(t), t > tg & {Ml(t) ), > (2.3)
‘ Oéxi(to)
ax;(t), t >ty & {ocui(t), > 8 axeR. (2.4)

La propiedad (2.3) es de aditividad, y la propiedad (2.4) de homogeneidad. La combinacién
de ambas es la propiedad de superposicion. La propiedad de aditividad permite considerar
la respuesta del sistema como la superposicion de la respuesta a condiciones iniciales y
excitacién aplicadas por separado.
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La respuesta de un sistema lineal es la superposicién de su respuesta
libre (a condiciones iniciales, sin excitacién) y su respuesta forzada (a ex-
citacién, con condiciones iniciales nulas — relajado).

Los sistemas no lineales, como el brazo de robot, no cumplen con el principio de super-
posicion.

2.3. Sistemas lineales estacionarios

Un sistema es estacionario si para cada par condiciones iniciales y entrada

x(to)
£), t >t 25
*() 0= {u(t), E> to @3)
ycada T € R, tenemos que
X(t0+T)
t—=T),t>ty+T 2.6
(t-T)tztot E{u(t—T)—kuz(t),tZto—i—T. 26)

Es decir, el sistema responde da la misma respuesta, corrida en tiempo, si se le aplica la
misma entrada corrida con iguales condiciones iniciales. Un sistema que no cumple esta
propiedad se dice inestacionario.

2.3.1. Representaci 6n entrada-salida

Por superposicién se deduce la representacion de sistemas lineales mediante la integral
de convolucién

v = [ gt ou(r)dr, @7)

donde g(t, T) es respuesta al impulso: la salida del sistema a un impulso unitario 6(¢) en el
instante T (Chen 1999).
La causalidad implica que

causalidad < g(f,7) =0 parat < T,

y como las condiciones iniciales se asumen nulas, (2.7) se reduce a

y(t) = /t:g(t, T)u(t)dT.

Si el sistema tiene p entradas y g salidas, entonces hablamos de la matriz de respuesta al
impulso G(t, T) € R1*P,
Si el sistema es estacionario entonces para cualquier T se cumple
gt,t)=gt+T,7+T)=g(t—1,0).

Asi podemos redefinir g(t — 7,0) simplemente como g(f — 7). La representacion entrada-
salida del sistema se reduce a

y(t) = /Otg(t — T)u(t)dr = /Otg(’r)u(t —7)dr.

La condicién de causalidad para un sistema lineal estacionario se reduce a g(t) = 0 para
t <O0.



2. Descripciéon Matematica de Sistemas Notas de CAUT2 - 10

2.3.2. Representaci 6n en Espacio de Estados

Todo sistema lineal finito-dimensional puede describirse mediante ecuaciones de estado
(EE)

#(t) = A(t)x(t) + B(H)u(t)
y(t) = C(t)x(t) + D(t)u(t).

Para un sistema de orden n, el vector de estados es un vector n x 1, es decir que tiene n
variables de estado, x(f) € R" para cada t. Si el sistema tiene p entradas y g salidas, entonces
u(t) € R e y(t) € R7. Las matrices A, B, C, D se suelen llamar

A € R"™" . de evolucion C e R9*" : de salida

B € R"™7 : de entrada D € R7P : de ganancia directa
Cuando el sistema es ademads estacionario, entonces la representacién en EE se reduce a

x(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(£) = Cx(t) + Dult). 28)
Aplicando la transformada de Laplace a (2.8) obtenemos
sx(s) — x(0) = Ax(s) + Bil(s)
9(s) = Cx(s) + Da(s),
de donde siguen
2(s) = (sI = A)"'x(0) + (sI — A)~'Ba(s) 29)

7(s) = C(sI — A)'x(0) + [C(sI — A)"'B+ DJa(s) .

Las ecuaciones algebraicas (2.9) permiten computar £(s) y §(s) de x(0) y 7(s). Las trans-
formadas inversas dan x(t) e y(t). Asignando x(0) = 0 vemos que la matriz transferencia
del sistema es

G(s) =C(sI—A)'B+D

En MATLAB las funciones tf2ss y ss2tf permiten pasar de una representacion a otra.

Ejemplo 2.1. Supongamos que el brazo de robot trabaja tomando objetos de distinta masa.
Entonces m varia con cada objeto y tenemos que escribir

m(t)0(t) +m(t)gsinO(t) = u(t).
El sistema se convierte en inestacionario.

Ejemplo 2.2. Consideremos un cohete a reaccién que asciende en forma vertical de la su-
perficie de la tierra. La fuerza de propulsioén es el producto v,1,, donde v, < 0 es la veloci-
dad relativa de escape de gases, y 1y < 0la velocidad de variacién de masa r1(t), supuestas
constantes. Asumiendo la aceleraciéon de la gravedad g constante,

m(t)h(t) = —m(t)g + veulp .
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AN
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Figura 2.3: Cohete

Como 1i1(t) = up, entonces m(t) = mg + upt. Definiendo x;(t) := h(t) y x2(t) := h(t) y
tomando como salida la altura, llegamos a la representacién en EE

o) = o o) [

vy =1 o 3]

g]Jr[ g_|_oveu0 ] , x(0)=0

mo—+ugt

AA

El sistema es lineal, de dimension 2, e inestacionario.

2.4. Representaci 6n en diagrama de bloques

El diagrama de bloques se obtiene en forma directa de las EE.

[28} {1 _03H } {0} (2.10)
y(h) = [-2 3}[ (>}+5 (®)

tiene el diagrama de bloques de la Figura 2.4.

Ejemplo 2.3. El sistema

2.5. Linealizaci 6n

La gran mayoria de los sistemas fisicos son no lineales. Una clase importante de ellos se
puede describir por las ecuaciones de estado

£(t) = F(x(t),ut), x(k), 1), x(ts) = xg
y(t) = h(x(t),u(t), x(to), 1),

donde f y h son campos vectoriales no lineales, es decir, escrita en términos escalares, la
componente i de x(t) en (2.11) es

Xi(t) = fi(xr(t), ..., xn(t);ur(t), ..., um(t); x1(t0), ..., xu(to); £)  xi(to) = Xip -

Este tipo de sistemas se trata en detalle en la asignatura Sistemas No Lineales.

(2.11)
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Figura 2.4: DB del sistema (2.10)

Una ecuacién de estado lineal es una herramienta 1til para describir sistemas como
(2.11) en forma aproximada. El proceso de obtencién de un modelo lineal a partir de uno no
lineal se llama linealizacion.

La linealizacién se realiza alrededor de un punto o trayectoria de operacién, definida por
valores nominales X(t), Xy y #i(t) que satisfacen (2.11),

x(t),tztoe{

Nos interesa el comportamiento de la ecuacién no lineal (2.11) para una entrada y estado
inicial “cercanos” a los valores nominales, es decir u(t) = #(t) + us(t) y xo = % + xos para
us(t) y xos suficientemente pequerios para t > t.

XO X(t)
% S(t)

Figura 2.5: Trayectoria de operacién y aproximacion

Suponemos que la correspondiente solucién permanece cercana a la nominal, y escribi-
mos x(t) = %(t) + x5(t) para cada t > to. En términos de la ecuacién de estado no lineal
(2.11) tenemos

X(t) + X5(t) = f(X(t) + xs(t), 1(t) +us(t), t), %(to) + x5(to) = %o + Xos

Asumiendo diferenciabilidad, podemos expandir el lado derecho de esta ecuacién usan-
do series de Taylor alrededor de X(t) y #(t), reteniendo s6lo los términos de primer orden.
Notar que la expansion es en términos de x y #; no se hace con respecto a la tercer variable
t.
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Especificamos la operacion para la componente i, que queda !

L9 e
F(E 4 s dtus ) ~ (& a 0+ D50, 4+ (3,0,
0x1 axn
ofi  _ . 0f;
aLchl (x t)I/lM + - at{m( t)l/l‘sm (212)
Repitiendo la operacién para cadai = 1,...,n, y volviendo a la notacién vectorial,

obtenemos

#(0)+ (0) = F(3(0),80) + 2L (5,0, 0055+ (5,0

of
donde la notacion 3 representa el Jacobiano, o Matriz Jacobiana, del campo vectorial f con
respecto a x,

[0 9 97
dx; Oxp °°°  0x,
0p 0f2 of
% A 0x1 0xo Tt 0xy
ox |... ..o
Ofu  Ofn Ofn

L 0xq d0xy Tt Oxy

Dado que x(t) = f(%(t),i(t),t), ZX(tp) = %o, la relacién entre x;(t) y us(t) (el modelo
incremental) queda aproximadamente descripto por una EE lineal inestacionaria de la forma

X5(t) = A(t)X5(t) + B(t)u(;(t), X5(t0) = Xo — fo

donde

AW =L, a0, B = Lzw,a0)0).

De igual manera se expande la ecuacién de salida y(t) = h(x(t), u(t),t), de donde obtene-
mos la aproximacion lineal

donde ys(t) = y(t) — §(#), con §(t) = h(x(t), @(t), 1) y

C(t) = SH(x(6), 7(0), ), D(t) = 5 (0, (), ).

Notar que las EE obtenidas por linealizacién van a ser en general inestacionarias, aun
cuando las funciones originales f y h sean estacionarias, debido a que las matrices Jacobia-
nas se evaltan a lo largo de trayectorias y no puntos estacionarios.

Ejemplo 2.4. Consideremos el péndulo invertido sobre un carro mévil de la Figura 2.6. Las
ecuaciones de movimiento son

_ u+6*mlsin® — mgsin 6 cos 0

a M+ msin® 6

—ucos 0 — 92mlsm€c059+(m+M)gst
Ml + msin*@

0=




2. Descripciéon Matematica de Sistemas Notas de CAUT2 - 14

Figura 2.6: Péndulo invertido.

Definiendo x1 = y, x, = 1, x3 = 0y x4 = 0 vemos que el sistema tiene la forma
%= f(x,u),donde x € R*y u € R,y f estd dada como

X2
u + x3ml sin x3 — mg sin x3 cos x3
M + msin® x3

)
)| —

X, U) X4
)

—1 co8 x3 — x3ml sin x5 cos x3 + (m + M)g sin x;
MI + m sin® x;

Como trayectoria de operacién tomamos 0(t) = 0, 7(t) = 0 Vt, que es facil ver que sa-
tisface f(X(t),ii(t)) = 0 (es un equilibrio). Las matrices A y B de los respectivos Jacobianos
de f evaluados sobre esta trayectoria son

01 0 0 0

_of 10 0 —% 0 _of _ ﬁ
A=00=10 9 o' 1 B=>-(0,0)=| ¥
M+m 1

00 ( ;;”)g 0 Yl

Ejemplo 2.5 ((Rugh 1995)). Volvemos al cohete del Ejemplo 2.2. Las ecuaciones de movi-
miento eran

m(t)h(t) = —m(t)g + veu(t),

donde ahora tomamos la velocidad de cambio de masa libre u(t) = r(t) (Ejercicio 2.2).
Definiendo m(t) como una variable de estado mds, y denotando x;(t) = h(t), x2(t) = h(t),
x3(t) = m(t), y tomando u(t) como una entrada independiente llegamos al modelo no
lineal

il
B(t)| = —g+x; u(t
X3(t u(t()t)

Consideramos ahora su linealizacion alrededor una trayectoria nominal correspondien-
te a un valor constante de la entrada u = 1y < 0. No es dificil calcular la trayectoria nomi-
nal explicitamente mediante integracién directa, primero de x5(t), luego x,(t) y finalmente

!Por simplicidad no escribimos la dependencia temporal de x y u.
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x1(t). Haciendo las cuentas obtenemos

2 myo, Ut Ut Ut
2 U m my A

%o(t) = —gt + v, (1 4 —Ot)

my

fg(t) = mgy + Upt.

Los Jacobianos necesarios son

01 0 0
g—f(x,u): 0 0 —vu/x3|, g—f(x,u): Ve/X3
* 00 0 . 1
Substituyendo los valores nominales (s6lo los de x3(t) Y u(t) aparecen) obtenemos la EE
linealizada en las variables incrementales x;(t) = x(t) — %(t) y us(t) = u(t) — i (t)
01 0 0
. o — Ul Oe
X5(t) = |0 7(71’10 T u0t>2 X(s(t) + Mo + 1o Mg(t) .
0 0 0 1
Las condiciones iniciales para las variables incrementales estdn dadas por
0
x5(0) =x(0)— | 0
Mo

2.6. Sistemas discretos

La mayoria de los conceptos de EE para sistemas lineales continuos puede transladarse
directamente a sistemas discretos, descriptos por ecuaciones diferencia. En este caso la va-
riable temporal t s6lo asume valores en un conjunto denumerable (cuyos elementos pueden
“contarse” 2).

Cuando el sistema discreto se obtiene a partir de un muestreo de un sistema continuo,
vamos a considerar s6lo el caso de muestreo reqular,dondet = kT,k = 0,+1,£2...,donde
T es el periodo de muestreo. En este caso denotamos las variables discretas (secuencias) como
ulk] 2 u(kT), etc.

Los conceptos de dimensién finita, causalidad, linealidad y el principio de superposi-
cién de las respuestas debido a condiciones iniciales y entradas, son exactamente como en
el caso continuo.

Una salvedad: a diferencia del caso continuo, retardos puros no dan lugar a un sistema
de dimensién infinita si el retardo es un multiplo del periodo de muestreo T.

2.6.1. Descripci 6n entrada-salida de sistemas discretos
Definimos la secuencia de impulsos 6[k] como

5k — m] = 1 sik=m
0 sik#m

2Es decir, ponerse en correspondencia con los ntimeros naturales.
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donde k y m son nimeros enteros. Notar que en el caso discreto los impulsos son facilmente
realizables fisicamente.

En un sistema lineal discreto toda secuencia de entrada u[k] puede representarse me-
diante la serie

ukl = 5 ulmlslk—m).

Si ¢[k, m] denota la salida de una sistema discreto a una secuencia de impulsos aplicada
en el instante m, entonces tenemos que
Sk —m] — glk, m]
Sk, mlu[m| — glk, mju[m] (por homogeneidad)
> Olk,mjulm] — % glk, m|u[m] (por aditividad).

m

Asi la salida y[k] excitada por la entrada u[k] puede representarse mediante la serie

ylk| = Z glk, mlu (2.13)

m=—00

Si el sistema es causal no habra salida antes de que la entrada se aplique, por lo que
causalidad < g[k, m] = 0 para k < m.

Para sistemas discretos causales la representacion (2.13) se reduce a
k
Z [k, m|u[m],

y si ademads tenemos estacionariedad, entonces vale la propiedad de invariancia respecto de
corrimientos en el tiempo y llegamos a la representacién del sistema mediante la convolu-

cion discreta
k

ylkl = 5 glk —mJum] =

m=0

glmlulk —m].

3
M=

2.6.2. Representaci 6n en Espacio de Estados
Todo sistema discreto lineal finito-dimensional puede describirse mediante EE (diferen-
cia)
x[k+1] = Alk]x[k] + B[k]u[k]
ylk] = C[k]x[k] + D[K]u[k],

y en el caso estacionario

x[k + 1] = Ax[k] + Bulk]
y[k] = Cx[k] + Dulk] .

En este caso, tiene sentido hablar de funciones transferencia discretas, G(z) = Z[g[k]]. La
relacion entre funcién transferencia discreta y representacion de estados es idéntica al caso
continuo,

G(z) =C(zI- A)"'B+ D,

y sirven las mismas funciones de MATLAB ss2tf y tf2ss
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2.7. Resumen

» La matriz transferencia es racional sii el sistema es lineal, estacionario y de dimensién
finita.

» Las representaciones externas asumen condiciones iniciales nulas.
» Los sistemas de dimension infinita no pueden describirse en EE.

» Mediante linealizacién, puede describirse el comportamiento de un sistema no lineal
en forma aproximada mediante un modelo en EE incremental lineal.

» La linealizacion se realiza alrededor de una trayectoria de operaciéon nominal conocida,
y los modelos incrementales obtenidos seran, en general, inestacionarios.

» Los sistemas discretos tienen representaciones equivalentes a las de sistemas conti-
nuos mediante series de convolucién, funciones transferencia en transformada Z, y EE
diferencia.

» A diferencia del caso continuo, los retardos puros no necesariamente dan lugar a un
sistema discreto distribuido.

Tipo de sistema Representacién interna Representacién externa
dim. infinita lineal y(t) = [0 G(t, T)u(t)dt
dim. finita, lineal X = A(t)x + B(t)u y(t) = fti) G(t, t)u(t)dr

dim. inf., lineal, est. y(t) = [ G(t, T)u(r)dr
§(s) = G(s)a(s)

dim. fin., lineal, est. % = Ax+ Bu y(t) = [0 G(t, T)u(T)dT
y=Cx+Du 7(s) = G(s)i1(s)

2.8. Ejercicios

Ejercicio 2.1. A partir de la definicién de transformada de Laplace de y(t)

9s) = | w(t)eat
0
probar que para un sistema lineal estacionario §(s) = §(s)(s).

Ejercicio 2.2. ;Cémo se modifica el sistema del cohete si la velocidad de cambio de masa
ug es u(t) = ri1(t)? Escribir las EE y clasificarlo.
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Ejercicio 2.3. Considerar un sistema consistente en un retardo puro,
y(t) = u(t=T).
¢Es dindmico, lineal, de dimensién finita, estacionario?

Ejercicio 2.4. Introducir el sistema (2.10) en MATLAB utilizando la funcién ss y obtener la
funcién transferencia con ss2tf . Explorar las herramientas ssdata , tfdata , zpkdata y
Itiview

Ejercicio 2.5. Para la ecuacién diferencial

9+ 55() = —gu(t)

usar una simple identidad trigonométrica como ayuda para encontrar una solucién nomi-
nal correspondiente a ii(t) = sin 3¢, y(0) = 0, y(0) = 1. Determinar una EE linealizada que
describa el comportamiento del sistema alrededor de esta trayectoria nominal.

Ejercicio 2.6. Linealizar la EE no lineal

Ejercicio 2.7. Para la EE no lineal

|:X1(t):| _ |: Xz(t) — 2X1(t)X2(t)
d(t)]  [—xa(t) + x5 () +x5(8) + u(t)

calcular las posibles soluciones constantes, a menudo denominadas estados de equilibrio, y
las correspondientes EE linealizadas.

Ejercicio 2.8. Considerar la EE no lineal

0
con estado inicial ¥(0) = [ fg] y entrada nominal constante ii(f) = 1. Mostrar que la salida

nominal es §(t) = 1. Linealizar la EE alrededor de la solucién nominal. ;Hay algo raro en
este sistema?

Ejercicio 2.9. De la definicion de transformada Z de la secuencia y|t]

probar que para un sistema lineal estacionario discreto §(z) = $(z)(z).
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