Capitulo 8

Realimentaci on de Estados y
Observadores

La teoria de sistemas lineales que vimos da la base para la teoria de control lineal. En
este capitulo introducimos los conceptos y técnicas de control en sistemas descriptos por
variables de estado. Sélo consideraremos sistemas estacionarios.

La teoria de control lineal involucra la modificacién del comportamiento de un sistema
de m entradas, p salidas y n estados

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t),

que llamamos la planta o ecuacién de estados en lazo abierto, mediante la aplicacién de una
realimentacion lineal de estados de la forma

(8.1)

u(t) = Nr(t) — Kx(t), (8.2)

donde r(t) es el nuevo nombre para la sefial de entrada. La matriz K es la ganancia de
realimentacion de estados y N la ganancia de precompensacion.
La substitucién de (8.2) en (8.1) da la ecuacion de estados en lazo cerrado

x(t) = (A — BK)x(t) + BNr(t)
y(t) = Cx(t).

Es obvio que el sistema a lazo cerrado también es lineal y estacionario. La Figura 8.1 re-
presenta el esquema de control por realimentaciéon de estados para un sistema SISO. El
control es estdtico, pues u depende sélo de valores presentes de los estados x y la referencia
r. Cuando los estados del sistema no pueden medirse, se recurre a estimarlos mediante un
observador de estados, que reconstruye x a partir de mediciones de y y u. La combinacién de
un observador y realimentaciéon de estados es un controlador dindmico por realimentacién
de salida, esquematizado en la Figura 8.2.
En este capitulo veremos

(8.3)

= técnicas de disefio de K para

e estabilizacion (ubicacién de polos),

e esquemas de regulacién y seguimiento (desempefio y robustez),
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Figura 8.2: Realimentacion de salida con observador

» técnicas de disefio de observadores.

La meta a alcanzar:

saber disefiar un sistema de control lineal por realimentacién
de salida (via realimentacién de estados + observador) para sa-
tisfacer especificaciones deseadas de estabilidad, desempefio y
robustez.

En la primera mitad del capitulo introducimos las técnicas para sistemas SISO. En la
segunda, presentamos una técnica para sistemas MIMO. Veremos otra técnica (6ptima)
para sistemas MIMO en el capitulo que sigue.

8.1. Realimentaci 6n de Estados

Comenzamos con sistemas SISO y el esquema de control de la Figura 8.1, suponiendo
por el momento el precompensador N = 1 para simplificar la notacion.

Una propiedad de sistemas lineales esencial en la realimentacién de estados es la de
controlabilidad. Nuestra primer observacién importante es que

La controlabilidad de un sistema es invariante con respecto
a realimentacién de estados.

Teorema 8.1 (Invariancia de la controlabilidad respecto a realimentacién). El par (A —
BK, B), para cualquier vector K'*", es controlable si y s6lo si el par (A, B) es controlable.
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Demostracion. La matriz de controlabilidad del sistema a lazo abierto (8.1) es
C=|B,AB,A%B,..., A" 'B],
y la matriz de controlabilidad del sistema a lazo cerrado (8.3) es
Cx = [B, (A — BK)B, (A — BK)*B,...,(A - BK)" 'B].

No es dificil chequear que C y Ck estdn relacionadas de la forma

[1 —KB —K(A—BK)B ... —K(A — BK)"2B]

0 1 —KB ... —K(A—BK)" B
ck=cl0 0 1 ... —K(A—BK)"*B

0 0 0 1

L d nXxn

Notar que como Kes 1 x ny B esn x 1, todas las entradas de la matriz que multiplica a
C son escalares. Como esta matriz es no singular, el rango de C es igual al rango de Ck.
Asi (8.1) es controlable si y sélo si (8.3) es controlable. O

Aunque la controlabilidad es invariante con respecto a la realimentacién de estados, la
observabilidad no lo es, como se ve en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 8.1. El sistema

xmzﬁﬂmwﬁpm
y(t) =[1 2] x(t)

es controlable y observable, ya que las matrices de controlabilidad C = [ aB] = [{?], ¥
observabilidad O = [ 5] = [1 3], son no singulares.

El control por realimentacion de estados u(t) = r(t) — [31]x(t) en (8.4) lleva al sistema
a lazo cerrado

(8.4)

() = [é o] x(t) + M u(t) (8.5)
y(t) =[1 2] x(t).

La matriz de controlabilidad de (8.5) es Cx = [{ 3], que es no singular y comprueba que el
sistema realimentado es controlable. Sin embargo, la matriz de observabilidad de (8.5) es
O = [13], que es singular, por lo que el sistema con esta realimentacién 70 es observable.

La observabilidad de un sistema 7o es invariante con res-
pecto a realimentacién de estados.

El siguiente ejemplo ilustra lo que puede conseguirse con realimentacion.

Ejemplo 8.2. La planta

#(t) = B ﬂ x(t) + [(1)] u(t)
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tiene una matriz de evolucién con polinomio caracteristico
A(s)=(s—1)2—-9=5"-2s—8=(s—4)(s+2),

y, como se ve, autovalores 4 y —2, por lo que es inestable. Consideremos un control u =
r — [k1 kz]x. El sistema a lazo cerrado queda

(530 ) b

11—k 3—-k 1
—{ 3 1 }er{O]r.

La nueva matriz de evolucion tiene el polinomio caracteristico

Ak(s) =(s—1+k)(s—1)—3(3—ky)
:SZ+ (k1 —2)S—|— (3k2—k1 —8)

Estd claro que las raices de Ag(s) o, equivalentemente, los autovalores del sistema a lazo
cerrado pueden ubicarse en cualquier posicién mediante una eleccién adecuada de k; y k.

Por ejemplo, si los dos autovalores se ubican en —1 & j2, el polinomio caracteristico
deseadoes (s+1—j2)(s+ 1+ j2) =s*+2s+5.Igualandok; —1 =2y 3k, —k; —8 =5da
ki =4y k, = 17/3. Asi la ganancia de realimentacién K = [4 17/3] movera4 los autovalores
de4,—2a—1=+j2.

El ejemplo muestra que la realimentacion de estados permite ubicar los autovalores del
sistema realimentado en cualquier posicién, y que la ganancia de realimentacién K puede
calcularse por substitucion directa. Sin embargo, el método del ejemplo no es préctico para
mayores dimensiones. Més atin, no queda claro que rol jugé la controlabilidad en esta asig-
nacién de autovalores. Para formular un resultado general de ubicacién de autovalores re-
currimos a la forma canénica del controlador, vista en el Capitulo 4: SiC = [B, AB,..., A" !B]
es no singular, el sistema (8.1) puede llevarse a la forma

[0 1 0o - 0] 0]
0 0 1 e 0 0
x(t)=| : : P r LX) [ u(t)
0 0 0 | 0 (8.6)
|~ 01—y oy 11
y(t) = [ﬁn Bn-1 Bu— - ﬁl} %(t),
mediante el cambio de coordenadas ¥ = Px, donde
-‘Xn—l Xy_2 ... O X1 1-
Xy_2 Xy—_3 ... X 1 0
Pl=[B AB AB ... A"IB]| © ¢ .o i i (8.7)
[2%) [24] ... 0 0 O
o 1 ... 0 0 O
1 0 ... 0 0 0]
La funcién transferencia G(s) queda dada por
n—1 n—2 .
G(S) _ [315 + ﬁZS + + ﬁn (88)

st ags" T s 2+ oy,
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Teorema 8.2 (Asignacién de autovalores). Si la EE (8.1) es controlable, entonces mediante
la realimentacién de estados u = r — Kx, donde K es un vector real constante 1 x n, los
autovalores de A — BK pueden ser asignados arbitrariamente, siempre que los autovalores
complejos conjugados se asignen en pares.

Demostracion. Si (8.1) es controlable puede llevarse a la forma (8.6). Denotemos con A y B
las matrices en (8.6). Asi tenemos que A = PAP~!y B = PB. Puede verse también que

C £[B,AB,...,A" 'B] = P[B,AB,...,A" 'B] = PC, (8.9)

por lo que P~! = CC~! y la matriz de la extrema derecha en (8.7) es C.
La substitucién de ¥ = Px en la realimentacién de estados da

u=r—Kx=r—KP 's £2r—Kg,

donde K = KP~!. Puesto que A — BK = P(A — BK)P~!, vemos que A — BK y A — BK
tienen los mismos autovalores.
Ahora, de cualquier conjunto de n autovalores deseados podemos formar el polinomio
caracteristico deseado
Ag(s) =" +as" '+ -+ &, (8.10)

Si elegimos K = [&, — &, ..., &% — ap, & — o], la ecuacion de estado de lazo cerrado de-
viene (en las nuevas coordenadas)

[ 0 1 0 0 | 0]

0 0 1 - 0 0
X(t) = : oo E) || @)

0 0 0o - 1 0

|~ — Q1 — &2 —aq | 1]

y(t) = [/311 Bui1 Bn—2 - /31} X(t).

Por estar en forma companion, el polinomio caracteristico de (A — BK), y consecuentemen-
te el de (A — BK), es (8.10). Asi el sistema realimentado tiene los autovalores deseados.
Finalmente, la ganancia de realimentacion en las coordenadas originales es, usando (8.9),

K =KP = KCC'.

En lazo cerrado, la funcién transferencia del sistema cambia de (8.8) a

A

Guls) = B18" " 4 Bas" P+ - - + B
K - S"+(361$”_1+5625”_2+"'+5€n’

(8.11)

lo que muestra que si bien hemos movido los polos del sistema, sus ceros han quedado
invariantes. Esta es una propiedad general:

La realimentacion de estados puede mover los polos de una
planta pero no tiene ningtn efecto sobre los ceros.




8. Realimentacién de Estados y Observadores Notas de CAUT2 - 149

Esta propiedad explica por qué la realimentacioén de estados puede alterar la propiedad
de observabilidad, ya que uno o mas polos pueden ubicarse mediante realimentacién para
cancelar ceros del sistema, lo que vuelve esos modos inobservables.

Resumimos los pasos para calcular K en el siguiente procedimiento:

Procedimiento para asignacién de autovalores (via forma canénica)

1. Obtener los coeficientes ay, ay, . . ., &, del polinomio caracteristico A(s) del sistema a
lazo abierto.

2. Formar las matrices de controlabilidad C = [B, AB, ..., A" 'B]y

o1 Ayp ... 0p 1 1 -1
Ap—2 Xp—3 ... X 10

C=1]: it
X [24 T, 0 00
o 1 0 00
1 0 000

3. Elegir los coeficientes &, &y, . . ., &, del polinomio caracteristico deseado Ak (s) y de-
terminar la ganancia de realimentacién en coordenadas de x

K= [5(,1—0(,1,...,5(2—062,...,5(1—061].

4. Determinar la ganancia de realimentacion en coordenadas originales

K = KCC .

8.1.1. Otrareceta para calcular K

Un método alternativo para calcular K involucra la solucién de una ecuacién de Lyapu-
nov (mediante la funcién MATLAB lyap , por ejemplo). Este método, sin embargo, tiene la
restriccion de que los autovalores deseados no pueden ser ninguno de los autovalores de
A. Una ventaja del método es que se extiende directamente al caso MIMO.

Procedimiento para asignacién de autovalores (via Lyapunov)
Considerar un par (A, B) controlable, donde A es n x n'y B n x 1. Encontrar un vector

real 1 x n K tal que (A — BK) tenga cualquier conjunto de autovalores deseados que no
contenga autovalores de A.

1. Elegir una matriz n X n cualquiera F que tenga los autovalores deseados.
2. Elegir un vector 1 x n cualquiera K tal que (F, K) sea observable.

3. Calcular solucién tnica T de la ecuacion de Lyapunov AT — TF = BK.

4

Calcular la ganancia de realimentacion K = KT 1.

Convenientemente, MATLAB tiene la funcion K = place(A,B,P)  que calcula K para ubi-
car los autovalores en los valores dados en el vector P. Restriccién: no permite repetir auto-
valores.
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8.2. Estabilizaci 6n

Si una ecuacién de estado es controlable, sus autovalores pueden asignarse arbitraria-
mente mediante realimentacion de estados. Veamos qué se puede hacer cuando la ecuaciéon
de estado no es controlable.

Toda ecuacién de estado incontrolable puede llevarse a la forma

_51: _ Ac A12 xc Bc
9-[5 1B 2
donde (A, B,) es controlable. Como la matriz de evolucioén en (8.12) es block triangular, los

autovalores de la matriz en las coordenadas originales son la unién de los autovalores de
Ay A¢. Larealimentacion de estados

u=r—Kx=r—Ki=r— [k k)] FC}

lleva al sistema a lazo cerrado
3@ _ Ac - BcKl Alz - BCKZ JEc Bc

Vemos de (8.13) que los autovalores de A: no son afectados por la realimentacion, y por
lo tanto no pueden modificarse. Por lo tanto, la condicién de controlabilidad de (A, B) no
s6lo es suficiente sino también necesaria para asignar fodos los autovalores de (A — BK) en
posiciones deseadas.

Definicién 8.1 (Estabilizabilidad). El sistema (8.12) es estabilizable si A; es Hurwitz! y el
par (A, B,) es controlable.

La propiedad de estabilizabilidad es una condicién més débil que la de controlabili-
dad para alcanzar estabilidad a lazo cerrado. Es equivalente a pedir que los autovalores no
controlables sean estables.

8.3. Regulaci 6ny Seguimiento

El problema de regulaciéon se da cuando la referencia es nula r = 0; se pretende bésica-
mente que el sistema sea asintéticamente estable y que la respuesta a condiciones iniciales
producidas por perturbaciones tienda a cero.

El problema de sequimiento (o del servomecanismo) se da cuando se pretende que la salida
reproduzca asintéticamente (que tienda a) la referencia (). Es comtn que la referencia sea
un valor constante r(t) = a,Vt > 0. El problema de regulacién es un caso particular del de
seguimiento con a = 0.

Si el sistema es controlable, sabemos que podemos asignar los autovalores del lazo ce-
rrado calculando K para obtener la matriz de evolucién A — BK. La respuesta del sistema
realimentado entonces esta dada por

t
y(t) = CeABRIx(0) + C/ e A=BR=T) By (1) d.
0

!Tiene todos sus autovalores con parte real negativa.
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Asi, el problema de regulacion (r(t) = 0) queda resuelto si K se calcula para que A — BK
sea Hurwitz, ya que entonces

y(t) = CelABRx(0) %0 para toda condicién inicial x(0).

Para el problema de seguimiento de referencia constante r(t) = a # 0, ademds de que
A — BK sea Hurwitz, requerimos una condicién en la ganancia de precompensacion N, para

t—00
a,

que y(t) —

t
y(t) = Ce(A—BK)fx(O) +NC (/ e(A—BK)(t—T)BdT> a t—00 4
—_—— 0 RN

t—o00

%O
< N/ CeA=BK)oBdg — 1
0

& NC(sI-A+BK)'B|_,=1
1

& N="CiA—sr) 8

(8.14)

Como C(sI — A + BK) !B es la funcién transferencia a lazo cerrado

Bis" '+ + Bu
Cols) =
)= S ae Tt e

la condicién (8.14) es equivalente a N = &, /f3,. Obviamente, es condicion necesaria que

Bn 7 0.

Regulacion: Es necesario que (A, B) sea controlable. Se requiere entonces
» disefar K para que todos los autovalores de A — BK tengan parte real negativa.

Seguimiento de referencias constantes: Necesitamos (A,B) controlable y f, =
lim, o C(sI — A)~!B # 0. Se requiere entonces

» disefiar K para que todos los autovalores de A — BK tengan parte real negativa,
» disefiar N = —1/C(A — BK)"!B.

La condicién de controlabilidad del par (A, B) puede relajarse a la de estabilizabilidad.
La restriccion estara en que no habra entonces control total de la velocidad de convergencia
del error. Si hubiera modos no controlables muy cercanos al eje jw, la respuesta podria ser
demasiado lenta u oscilatoria para considerar la regulacién y seguimiento satisfactorios.

Ejemplo 8.3 (Seguimiento de referencia constante). En el Ejemplo 8.2 calculamos la ga-
nancia de realimentacion K = [4,17/3] que asigna los autovalores a lazo cerrado del siste-

T (e )

en —1 £ j2. Supongamos que el sistema tiene la salida y(t) = [1,0]x(t), que se pretende
que siga asintéticamente referencias constantes. La funcién transferencia del sistema a lazo
cerrado resulta ,
N S —
Gk(s) = 5——=——
«(s) s24+25+5
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Como Gk (0) = —1/5 # 1, y(t) tenderd a —a /5 para una referencia constante r(t) = a.
Incorporamos precompensacion redisefiando u(t) = Nr(t) — Kx(t), con

N = -5.

La Figuras 8.3 y 8.4 muestran la respuesta del sistema a lazo cerrado a un escalén unita-
rio en r(t) sin y con precompensacion. La funcién transferencia del sistema a lazo cerrado
con precompensador resulta

A —5s5+5

02

01+ 104

01 4

02 4

03

Figura 8.3: Respuesta sin precompensa-

Fi 8.4: R t d
cidn igura espuesta precompensada

Ejemplo 8.4 (Efecto de incertidumbres en el modelo). Retomemos el sistema anterior, pero
supongamos que existe un error en el modelo usado para el disefio de control y la planta
real tiene una matriz de evoluciéon

13 [0 —05
A:A0+AA:[3 1]*[05 0 }

La transferencia desde w a y no estard precompensada, y por lo tanto se originara un
error estatico proporcional al valor de 3,w/&,. Otra vez, se conserva la estabilidad pero se
pierde el seguimiento. es decir que los autovalores a lazo abierto estdn en [4,464, —2,464],
en vez de [4, —2]. La funcién transferencia del sistema real compensado con la ganancias K
y N calculadas en base al modelo nominal es ahora

z —5s4+5
Ck(s) = 771 8,0833

y, aunque la estabilidad se ha conservado, la propiedad de seguimiento se ha perdido. Este
esquema de control no tiene desempefio robusto; requiere conocer la planta con exactitud.

Ejemplo 8.5 (Efecto de perturbaciones a la entrada de la planta). Sea ahora el mismo sis-
tema, con el modelo correcto, pero con una perturbacién constante w = 0,5 a la entrada de
la planta, como se muestra en la Figura 8.7. La Figura 8.6 muestra la respuesta del sistema
perturbado.
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Figura 8.5: Respuesta del sistema con in-  Figura 8.6: Respuesta del sistema con
certidumbre perturbacién de entrada.

Figura 8.7: Sistema con perturbacién a la entrada
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8.3.1. Seguimiento Robusto: Acci 06n Integral

Introducimos un esquema robusto de seguimiento de referencias constantes con propie-
dades de rechazo de perturbaciones de entrada constantes. El esquema se basa en aumentar
la planta agregando un nuevo estado x; que integra el error de sequimiento,

xi=r—y=r—Cx,

como se muestra en la Figura 8.8.

Figura 8.8: Esquema de seguimiento robusto

La EE del sistema original con perturbacién de entrada es

X = Ax + Bu + Bw
y = Cx.

de modo que el sistema aumentado a lazo abierto queda

)= e o )} i)
y=[C 0] m :

La realimentacion de estados u = — [K k] [ 1, ] da el sistema a lazo cerrado de la Figura 8.8

[ﬂ - lA:CBK _gki] H * mw mr (8.15)

y=1[C 0] m :

1

La idea entonces es disefiar [K, k;| para que la matriz de evolucién |4~ 5% ] en (8.15)
sea Hurwitz. En particular, la estabilizaciéon de x; implicitamente produce el seguimiento
deseado, ya que

tlim %i(t) =0= tlim y(t) =r.

Cabe preguntarse si el sistema aumentado serd controlable. ..



8. Realimentacién de Estados y Observadores Notas de CAUT2 - 155

Teorema 8.3 (Controlabilidad de la planta aumentada con un integrador). Si (A, B) es
controlable y si G(s) = C(sI — A) !B no tiene ceros en s = 0, los autovalores de la matriz
de evolucién aumentada [4~2X “B%] en (8.15) pueden asignarse arbitrariamente seleccio-

nando la matriz de realimentacién [K, k;].
Demostracién. Ver Chen [1999, p. 244-245]. O

En términos de polos y ceros: si la planta tuviera un cero en s = 0, su conexién en
cascada con el integrador de x; produciria una cancelacién polo-cero inestable y haria que
la planta aumentada sea no controlable.

Propiedades de seguimiento y rechazo de perturbaciones. Intercambiando el orden

de los sumadores donde entran w y —Kx en la Figura 8.8 obtenemos el diagrama de bloques
de la Figura 8.9, donde

G(s) = Déz; 2 C(sI— A+BK)"'B,

con D(s) = det(sI — A + BK). La respuesta del sistema en dominio s es entonces:

kiN(s) N(s)
~ sD(s ~ D(s) A~
9(s) = T kNG P(s) + NG W(s)
1+ 556 1+ 556
~ kN(s ) N sN(s) .
= D6 +ENE) T 5B T AN O

%)

w
@]
ﬁf L E

Figura 8.9: DB equivalente.

Si la referencia y la perturbacién de entrada son constantes, r(t) = a, w(t) = b, entonces
#(s) =a/syw(s) = b/s, ylasalida del sistema a lazo cerrado es

i(s) = kiN(s) a_ N(s)
Y= sD(s) +kN(s) s  sD(s)+kN(s)

Finalmente, usando el Teorema del valor final, vélido pues el lazo cerrado es estable, y la
hipétesis de que N(0) # 0, obtenemos que

tlim y(t) = lirrow 7(s)
_ kiN(0)
~0-D(0) +kN(0) 0-D(0) +kN(0)
=1-a+0-b=a.

El sistema rechazara perturbaciones constantes y seguird referencias constantes — ambas
de valor no necesariamente conocido — atn frente a incertidumbres de modelado de la
planta, siempre que el lazo cerrado permanezca estable.
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8.4. Observadores

El control con realimentacion de estados asume la disponibilidad de las variables de es-
tado. Este puede no ser el caso en la practica, ya sea porque ciertos estados no son medibles,
o es muy dificil o muy caro medirlos. Para implementar una realimentacién de estados, en-
tonces, debemos disefiar un dispositivo dindmico, llamado observador o estimador de estados,
cuya salida sea una estima del vector de estados. En esta seccién introducimos observado-
res de orden completo, donde el observador tiene el mismo orden que la planta — es decir,
estimamos fodo el vector de estados. Denotamos con £(t) a la estima de x().

Consideramos entonces el sistema

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t),

donde A, B y C son conocidas, y la entrada u(t) y salida y(t) son medibles, aunque no el
estado x(t). El problema es estimar x(¢) de esta informacion.

(8.16)

8.4.1. Una primer soluci 6n: Observador a lazo abierto

Conociendo A y B, podemos duplicar la ecuacién de estados original construyendo el

sistema
%(t) = A%(t) + Bu(t). (8.17)

Este sistema podria construirse en forma electrénica con amplificadores operacionales, o,
discretizado, mediante un programa en una computadora y una placa de entradas/salidas,
como podria ser un PLC moderno.

Esta duplicacién es un observador a lazo abierto (Figura 8.10). Si los sistemas (8.16) y (8.17)
tuvieran las mismas condiciones iniciales, entonces para toda entrada u(t) tendriamos que
%(t) = x(t),Vt > 0.

Figura 8.10: Observador en lazo abierto

El problema se reduce entonces a estimar el estado inicial. Si el sistema es observable, su
estado inicial x(0) puede computarse a partir de u(t) e y(t) sobre cualquier intervalo, di-
gamos [0, t1]. Con x(0) calculamos x(t,), t» > t;, y asi poniendo £(t,) = x(t,) y obtenemos
%(t) = x(t)Vt > to.

En conclusién: si el sistema es observable podemos usar un observador en lazo abier-
to para estimar el vector de estados. Sin embargo, el observador en lazo abierto tiene las
siguientes importantes desventajas:
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1. Hay que calcular el estado inicial cada vez que usemos el estimador.

2. Silamatriz A tuviera autovalores con parte real positiva, entonces la menor diferencia
entre x(ty) y £(to) para algtn t, haria que el error de estimacién %(t) = x(t) — £(t)
crezca con el tiempo.

8.4.2. Una soluci 6n mejor: Observador a lazo cerrado

Notemos que aunque ambas u(t) e y(t) estdn disponibles, s6lo hemos usado la informa-
cién de u(t) para construir el observador a lazo abierto. Usamos entonces y(t) para mejorar
el disefio anterior introduciendo una correccién proporcional al error de estimacién en la

salida
gt) = Clx(t) — 2(1)).

Inyectamos en el disefio anterior la sefial de correccion L(y(t) — C%(t)), donde L es una

y

Figura 8.11: Observador en lazo cerrado

matriz n X 1 de ganancia constante. Asi, si no hay error, no se hace correccién, pero si hay
error, un disefio apropiado de L podré hacer que el error de estimacion tienda asintética-
mente a cero. El esquema obtenido (Figura 8.11) se llama observador a lazo cerrado, observador
asintético, o simplemente observador. La Figura 8.12 muestra el mismo esquema en forma
simplificada.

De la Figura 8.11, las ecuaciones del observador son

x(t) = AR(t) + Bu(t) + L(y(t

) —cx(t))
= (A — LC)2(t) + Bu(t) + Ly(t

). (8.18)

Definamos el error de estimaciéon
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u
o

Figura 8.12: Observador en lazo cerrado

Veamos qué condiciones debe cumplir L para que () tienda asint6ticamente a cero. Deri-
vando ¥(t) y substituyendo (8.16) y (8.18), obtenemos

x(t) = x(t) — x(t)

Ax ( ) + Bu(t) — (A — LC)%(t) — Bu(t) — LCx(t)

= (A - LO)x(t) — (A - LC)x(¢)

= (A —LC)x(t). (8.19)

La ecuacion (8.19) gobierna la dindmica del error de estimacién. Si todos los autovalores
de (A — LC) se pudieran asignar de forma que tengan parte real menor que, digamos, —o,
con o > 0, entonces el error de estimacion en todos los estados decreceria a una velocidad
mayor o igual a e ". Asi, aunque hubiera un error grande en los estados iniciales, el estado
estimado %(t) podra aproximarse al estado real x(t) rdpidamente.

Teorema 8.4 (Asignacion de Autovalores en Observadores). Dado el par (A4, C), todos los
autovalores de (A — LC) pueden asignarse arbitrariamente seleccionando un vector real L
siy sélosi (A, C) es observable.

Demostracion. Recurriendo a la dualidad control/observacién, el par (A, C) es observable
si y s6lo si (AT,CT) es controlable. Si (AT, CT) es controlable todos los autovalores de
(AT — CTK) pueden asignarse arbitrariamente mediante una eleccién adecuada de K. La
transpuesta de (AT — C'K) es (A — KTC) y por lo tanto L = K. O

Asi, los mismos procedimientos usados para calcular la matriz de realimentacién de
estados K sirven para calcular la matriz L del observador. Resumimos el procedimiento
dual al de la ecuacién de Sylvester. Consideramos el sistema n-dimensional SISO

X(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t). (8.20)
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Procedimiento de disefio de observador

1. Elegir una matriz Hurwitz n x n cualquiera F que no tenga autovalores en comtin con
los de A.

2. Elegir un vector n x 1 cualquiera L tal que (F, L) sea controlable.
3. Calcular la solucién tinica T, no singular, de la ecuacién de Sylvester TA — FT = LC.
4. Entonces la ecuaciéon de estados

z(t) = Fz(t) + TBu(t) + Ly(t) (8.21)
£(t) = T 'z(t)
genera una estima asintética de x(f).

Definamos el error como ¥ = z — Tx. Asi, de TA = FT + LC obtenemos

x(t)

z(t) — Tx(t) = Fz(t) + TBu(t) + LCx(t) — TAx(t) — TBu(t)
= Fz(t) + LCx(t) — (FT 4+ LC)x(t) = F(z — Tx(t)) = Fx(t).

Como F es Hurwitz, el error debe tender asintGticamente a cero.

8.4.3. Observador de orden reducido

Siel par (A, C) es observable, usando la matriz no singular

C
CA

CAn—l

como cambio de base llevamos la matriz A a una forma companion donde

0 1 0 0
A=0A0"'=| ¢ 0 1 0
0 0 01 (8.22)
_—(Xn —Xy—-1 . %%) —(Xl_

C=CO'=1[10 ...00].

En estas coordenadas la salida queda como el primer estado, y asi, no es necesario cons-
truir un observador para estimar todo el estado, sino solamente los n — 1 restantes. Este
observador es de orden reducido.
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Procedimiento de diseiio de observador de orden reducido

1. Elegir una matriz Hurwitz (n — 1) x (n — 1) cualquiera F que no tenga autovalores
en comun con los de A.

2. Elegir un vector (n — 1) x 1 cualquiera L tal que (F, L) sea controlable.

3. Calcular la solucién tinica T, no singular, de la ecuacién de Sylvester TA — FT = LC.
Notar que T es una matriz (n — 1) x n.

4. Entonces la ecuacion de estados de ordennn — 1

z(t) = Fz(t) + TBu(t) + Ly(t)

genera una estima asintética de x(f).

El disefio de observadores via la resoluciéon de la ecuacién de Sylvester es conveniente
porque el mismo procedimiento sirve para observadores completos y reducidos y, como
veremos, también para sistemas MIMO.

8.5. Realimentaci 6n de estados estimados
Consideremos nuevamente la planta

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t).

Si (A, B) es controlable, la realimentacion de estados u = r — Kx asignard los autovalores
de (A — BK) en cualquier posicién deseada. Si las variables de estado no estdn disponibles
para la realimentacién pero (A, C) es observable, podemos construir un observador de
orden completo o reducido con autovalores arbitrarios. Discutimos aqui sélo el caso de
observador completo

x(t) = (A — LC)%(t) + Bu(t) + Ly(t).

La estima £(t) se aproximard asintéticamente a x(f) a una velocidad determinada por la
eleccién de L.

Como %(t) converge a x(t), es natural aplicar la realimentacion de estados a la estima
£(t)

u(t) =r(t) — K2(t),

como se muestra en la Figura 8.13. La conexién controlador-observador, es efectivamente
un controlador dindmico que realimenta la salida.

Tres dudas basicas surgen frente a la conexién controlador-observador:

1. Los autovalores de A — BK se obtienen de u = r — Kx. ;Seguiremos teniendo los
mismos autovalores con u = r — K£?

2. ;Afectard la conexion a los autovalores del observador?
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e e e e e e e e e e e e e e - — 4

Figura 8.13: Realimentacién de estados estimados

3. ¢Cuadl serd el efecto del observador en la funcién transferencia a lazo cerrado?

Para contestar a estas preguntas recurrimos a las EE que describe el sistema completo (jun-
tando las del sistema y las del observador y con u = r — KX):

x| A —BK x| Bl
x| 7 |[LC A-LC-BK] |# B
x
y=|[C 0] [f} .
Consideremos la transformacién de equivalencia

m - [xff} - “ —01} m =P m (8.23)

Notemos que P! = P. La transformacion (8.23) lleva al sistema controlador-observador a

la forma
i =10 W BB
y=1[C 0] m :

Como la matriz de evolucién es block-triangular, los autovalores del sistema completo son
la unién de los autovalores de A — BKy A — LC. Esto implica que el estimador no afecta la
realimentacion de estados original; tampoco son afectados los autovalores del observador
por la realimentacién de estados.

Propiedad de separacién de control y observacién: Los disefios del con-
trol por realimentacién de estados y el observador pueden realizarse en
forma independiente.




8. Realimentacién de Estados y Observadores Notas de CAUT2 - 162

Finalmente, notemos que la EE

=1 B ol
y=1[C 0] m

evidencia los modos controlables y los no controlables. Asi, vemos que los modos del error
de estimacién X(f) son no controlables, por lo que no apareceran en la funcién transfe-
rencia del sistema completo, que queda determinada por la ecuacion de estados de orden

reducido
¢ = (A — BK)x + B )
; B éx JXEB o decir: G(s) = C(sI — A+ BK)“1B.

8.5.1. Notas Hist oricas

Rudolph E. Kalman, considerado uno de los investigado-
res mds influyentes en teoria de control, fue el lider en el de-
sarrollo de una teoria rigurosa de sistemas de control durante
b o los afios 1960’s. Sus contribuciones incluyen las nociones de
; variable de estados, controlabilidad, observabilidad, control
' por realimentacion de estados, y el principio de superposi-
‘ cién de control y observacion.

— Durante 1960-1961, desarroll6, junto a Richard Bucy; el es-

R.E. Kalman (1930-) timador 6ptimo hoy conocido como “filtro de Kalman”, am-

pliamente usado en sistemas de navegacion, radares, y so-
nares, y también en campos tan diversos como procesamiento de datos sismicos, plantas
nucleares, instrumentacién y econometria.

Nacido en Budapest, Hungria, Kalman estudi6 en el MIT,
y recibié su doctorado de la Columbia University (1957). Hoy
es profesor emérito de estudios de postgrado de la University
of Florida, y ad personam chair del Swiss Federal Institute of
Technology en Zurich, Suiza.?

El concepto de observadores puede atribuirse a David G.
Luenberger, que lo desarrollé como resultado de su tesis doc-
toral (Stanford University, 1963). Su trabajo incluia los aspec-
tos basicos de observadores, incluyendo observadores de or-
den reducido y transformaciones candénicas.

Actualmente, David Luenberger es profesor en el departa-
mento de sistemas econémicos, de ingenieria e investigacién operacional de la Universidad
de Stanford.

D.G. Luenberger

8.6. Realimentaci 6n de estados — caso MIMO

Si el sistema considerado
X = Ax+ Bu
y=Cx
2Nota histérica extraida de un articulo de Eduardo Sontag en el SIAM News, 6/94.
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tiene p entradas, la ganancia de realimentacién de estados K en u = —Kx tiene p X n ele-
mentos; es decir, hay un “exceso” de grados de libertad, ya que en principio sélo necesita-
mos 7 ganancias para asignar n autovalores a lazo cerrado del sistema.

En el caso de una sola entrada, existe una tinica soluciéon K para una dada configuraciéon
de autovalores a lazo cerrado elegida. En el caso multi-entrada la ganancia K que da los
autovalores a lazo cerrado elegidos no es iinica ;Cudl elegir entonces? Este “exceso” de
grados de libertad puede llegar a ser un problema si no estd claro como aprovecharlo.
Existen varias formas de atacar el problema de eleccién de K en el caso multi-entrada,
entre ellas:

1. Disefio ciclico. Reduce el problema a uno de una entrada y aplica las técnicas conoci-
das.

2. Disefio via ecuacién de Sylvester. Extiende el método de la ecuacién de Sylvester a multi-
entrada.

3. Disefio canénico. Extiende la féormula de Bass-Gura usando la forma candnica multi-
entrada del controlador.

4. Disefio éptimo. Calcula la matriz K en forma 6ptima.

Desarrollaremos los tres primeros. El disefio 6ptimo, que es una forma sistematica de
utilizar todos los grados de libertad disponibles, lo trataremos en el capitulo siguiente.

MATLAB la funcién K = place(A,B,P) es valida en el caso multi-entrada, y permi-
te asignar los autovalores especificados en P, inclusive repitiendo autovalores un niimero
maximo de veces igual al nimero de entradas.

Antes de entrar en los métodos de disefio, vale remarcar que los resultados de controla-
bilidad y asignabilidad de autovalores se extienden al caso multivariable. Los resumimos
en los siguiente teoremas; las pruebas siguen de cerca el caso SISO y no las repetimos.

Teorema 8.5 (Controlabilidad y realimentacién — MIMO). El par (A — BK, B), para cual-
quier matriz real p x n K, es controlable si y sélo si (A, B) es controlable.

Teorema 8.6 (Asignabilidad de autovalores — MIMO). Todos los autovalores de (A — BK)
pueden asignarse arbitrariamente (siempre y cuando los autovalores complejos conjugados
se asignen en pares) eligiendo la matriz constante real K si y s6lo si (A, B) es controlable.

8.6.1. Diseno Ciclico

En este método transformamos el problema multi-entrada en uno de una entrada y
después aplicamos los métodos de asignaciéon de autovalores del caso SISO.

Definicién 8.2 (Matriz Ciclica). Una matriz A se dice ciclica si su polinomio caracteristico
es igual a su polinomio minimo.

Recordemos:

» Toda matriz A satisface su polinomio caracteristico A(A) = det(AI — A) = 0, por el
Teorema de Cayley-Hamilton.
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» El polinomio minimo de una matriz A es el polinomio de minimo orden ¥(A) para el
que Y(A) = 0.

» El polinomio minimo de una matriz A es igual al caracteristico si y sélo si hay un y
s6lo un bloque de Jordan asociado a cada autovalor distinto de A.

Ejemplo 8.6.
A 0 0 O A 0 0 O
0o A 10 10 A 10
A1_00A21 A2_00A20
0 0 0 A 0 0 0 A

La matriz A, es ciclica: A; tiene s6lo un bloque de Jordan de orden 1 y A, sélo uno de orden
3. La matriz A, no es ciclica: A, tiene un bloque de Jordan de orden 1 pero A, tiene dos, uno
de orden 2 y uno de orden 1.

Teorema 8.7 (Controlabilidad con p entradas = controlabilidad con 1 entrada). Si el sis-
tema de orden n con p entradas (A, B) es controlable y si A es ciclica, entonces para casi
cualquier vector p x 1 V, el sistema de 1 entrada (A, BV) es controlable.

No probamos formalmente este resultado pero mostramos su validez intuitivamente.
Como la controlabilidad es invariante bajo transformacién de coordenadas, asumimos A
en forma de Jordan. Para ver la idea basica consideremos el ejemplo siguiente:

210 0 0 01 "
021 0 0 00 "
A=]l002 0 o| B=112 BV:B[vl]:(x (8.24)
000 -1 1 43 02 %
000 0 -1 10 A

Hay so6lo un bloque de Jordan asociado a cada autovalor; por lo tanto A es ciclica. La con-
dicion para que (A, B) sea controlable en estas coordenadas es que la tercera y ultima fila
de B sean distintas de cero.

Las condiciones necesarias y suficientes para que el par de una entrada (A, BV) sea
controlable son & # y 3 # 0 en (8.24). Como

a=0v1+20,y B=1

entonces x o0 3 escerosiysoélosiv; = 0070, Jv, = —2. Asi, cualquier V que no tenga v; = 0
0 v; = —2v, va a hacer (A, BV) controlable.

El vector V € R? puede asumir cualquier valor en R? que no esté en la unién de las dos
lineas mostradas en la Figura 8.14. La probabilidad de que un V elegido aleatoriamente cai-
ga sobre estas lineas es nula, y por lo tanto, para casi todo V el par (A, BV') sera controlable.

La condicién de que A sea ciclica es esencial. Por ejemplo, el par

A=|323] B=|03]
002 10
es controlable, puesto que las filas 2 y 3 de B son linealmente independientes. Sin embargo,
no hay ningtn V tal que (A, BV) sea controlable (dos bloques de Jordan asociados al mismo
autovalor y una sola entrada).

Si todos los autovalores de A son distintos, entonces hay s6lo un bloque de Jordan

asociado a cada uno, y por lo tanto la matriz es ciclica.
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U2
T2
11
1 2 U1
i 01 = —202
01 = 0

Figura 8.14: R?

Teorema 8.8 (Ciclica por realimentacién). Si (A, B) es controlable, entonces para casi toda
matriz p x n real constante K, la matriz (A — BK) tiene autovalores distintos y, por lo tanto,
es ciclica.

No es dificil ver que la probabilidad de que, eligiendo K al azar, los autovalores de A 'y
(A — BK) coincidan es nula. Este resultado, junto con el anterior, nos da el procedimiento
para asignar los autovalores de (A — BK) en los lugares deseados.

Procedimiento de asignacién de autovalores por diseiio ciclico
1. Si A no es ciclica, introducir 1 = w — Kjx tal que A £ A — BK; sea ciclica. Como
(A, B) es controlable, también lo es (A, B).

2. Elegiruna V € R?*! tal que (A, BV) sea controlable.

3. Introducir w = r — VK,x, donde K, € R*" sea tal que los autovalores de A — BVK,
sean los deseados.

4. Larealimentacion finales u = r — (K; + VKy)x.

En MATLAB, partiendo de matrices A,B y autovalores a lazo cerrado deseados en el
vector P:

>> (n,p) = size(B);

>> K1 = rand(p,n);

>> V = rand(p,1);

>> K2 = place(A-B*K1,BV,P);
>> K = K1 + V*K2;

8.6.2. Disefio via Ecuaci 6n de Sylvester

El método de disefio via la solucién de una ecuacién de Sylvester se extiende al caso
multi-entrada. Sea un sistema controlable de orden n y p entradas (A, B). El problema es
encontrar una matriz p x n real constante K tal que (A — BK) tenga cualquier conjunto de
autovalores deseados siempre que no contenga ningtin autovalor de A.
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B SN o
A
Ky b
VKol

Figura 8.15: Realimentacién por disefio ciclico

Procedimiento de asignacion de autovalores por disefio via ecuacién de Sylvester
1. Elegir una matriz n x n F con el conjunto de autovalores deseados — que no contenga
ninguno de A.

2. Elegir una matriz p x n arbitraria K tal que (F, K) sea observable.
3. Hallar la tnica solucién T en la ecuacion de Sylvester AT — TF = BK.

4. Si T es singular, elegir una K distinta y repetir el proceso. Si T es no singular, K =
KT-1,y (A — BK) tiene el conjunto de autovalores deseados.

Si T es no singular, la ecuacién de Sylvester y KT = K implican
(A—BK)T=TF o A-BK=TFT"

y asi A — BK y F son similares y tienen los mismos autovalores. A diferencia del caso SISO,
donde T es siempre no singular, en el caso MIMO T puede ser singular adn cuando (A, B)
es controlable y (F, K) observable.

8.6.3. Disefo Can o6nico

Este disefio extiende a MIMO el procedimiento que seguimos para derivar la férmula de
Bass-Gura en SISO. La derivacién es complicada, pero como realmente muestra la esencia
de la realimentacién de estados, lo presentamos para un ejemplo.

La idea es llevar al sistema a la forma canénica multientrada del controlador. Supon-
gamos que tenemos un sistema de orden 6, 2 entradas y 2 salidas, es decir, A € R®*¢,
B € R®*?,y C € R¥*.

Primero buscamos columnas linealmente independientes en

C =[B,AB,..., A’B]

en orden de izquierda a derecha. Supongamos que los indices de controlabilidad son pu; = 4
y Hp =273
3Es decir, en las # columnas LI de C hay 4 de la entrada 1, y 2 de la entrada 2.
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Entonces existe una matriz no singular P tal que el cambio de coordenadas ¥ = Px
transformar4 el sistema a la forma canénica multi-entrada del controlador

—&111 —&112 — 113 — X114 —X121 — X122 1 by
1 0 0 0 0 0 0 O
. 0 1 0 0 0 0 _ 0 0
X = 0 0 1 0 0 0 X+ o oflH
—0211 —&212 — 0213 — X214 —021 — 222 0 1
0 0 0 0 1 0 0 0
y = -ﬁm Bz Pusz Pua Piz1 Pix 5
_/3211 Boi2 P21z Poia Poai Pox

Ahora, de cualquier conjunto de 6 autovalores deseados podemos formar el polinomio
AK(S) = (54 + 5611153 + 5611252 -+ x113S + 5(114)(52 —+ X718 + 56222).

Eligiendo K como

71 _ _ _ _
R = 1 by X111 — X111 K112 — X120 X113 — X113 X114 — K14 —X121 —X122
0 1 011 — 011 12 — Q12 K13 — (13 K14 — 014 (o1 — K1 (oo — (oo

se puede verificar facilmente que

—01 — &2 — X3 — &4 0 0
1 0 0 0 0 0
L 0 1 0 0 0 0
A—BK = 0 0 1 0 0 0
—0r11 —Or12 —O13 —O14 —&n1 —002
0 0 0 0 1 0

Como (A — BK) es triangular en bloques, para cualesquiera &y1;, i = 1,2,3,4, su poli-
nomio caracteristico es igual al producto de los polinomios caracteristicos de los bloques
diagonales de 6rdenes 4 y 2. Como estos bloques estdn en forma companion, el polinomio
caracteristico de (A — BK) es igual al deseado. Finalmente K = KP ubica los autovalores
de A — BK en las posiciones deseadas.

8.7. Observadores — MIMO

Todo lo que discutimos sobre observadores en el caso SISO vale para el caso MIMO;
para el sistema de n estados, p entradas y g salidas

X = Ax + Bu
y=Cx

el problema de observacion consiste en usar la entrada u y la salida medida y para obte-
ner una estima asintética £ del estado del sistema x. Como en el caso SISO, el observador
estd dado por las ecuaciones

%= (A-LC)%+ Bu+ Ly.
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Este es un observador de orden completo. Definiendo el error de estimacién como en el

caso SISO,
X(t) = x(t) — 2(t),
llegamos a que la dindmica del error esta dada por
¥ =(A—-LO)%.

Si el par (A, C) es observable, entonces los autovalores de (A — LC) pueden asignarse ar-
bitrariamente por medio de una eleccién adecuada de L. Asi, la velocidad de convergencia
de la estima £ al estado actual x puede hacerse tan répida como se quiera.*

Los mismos métodos vistos para calcular K y asignar los autovalores de A — BK pueden
usarse para calcular L y asignar los autovalores de A — LC. Por ejemplo, en MATLAB, dados
los autovalores deseados en el vector P, usamos

>> L = place(A’,C',P)’;

8.7.1. Observador MIMO de orden reducido

Presentamos el procedimiento de Chen [1999] via ecuacién de Sylvester.

Procedimiento de diseiio de observador MIMO de orden reducido

Sea el par (A, C) observable, donde A € R""y C € R7*". Asumimos que el rango de C es
g (es decir, todas las salidas son 1.i.).
1. Elegir una matriz Hurwitz cualquiera F € R"~9*("=9) que no tenga autovalores en
comuin con los de A.

2. Elegir una matriz cualquiera L € R""~7*1 tal que (F, L) sea controlable.
3. Calcular la solucién tnica T € R"~9*" de la ecuacién TA — FT = LC.

4. Silamatriz P = [$] € R"" es singular, volver al paso 2 y repetir el proceso. Si P es
no singular, entonces la EE

Fz( +TBu()+Ly(t)
=H 4
).

genera una estima asintética de x(t

8.8. Consideraciones de dise no

Sabiendo ya como asignar autovalores a lazo cerrado por realimentacién de estados,
y cémo disefiar un observador en caso de que no todos los estados sean medibles, resta
decidir dénde colocar estos autovalores. Damos ahora algunas pautas a tener en cuenta en
esta eleccion. Recordemos que dado el polinomio caracteristico deseado

Ag(s) =s"+as" 4+ a,l.

4Sin embargo, esto no necesariamente implica que el error pueda reducirse arbitrariamente. Puede mos-
trarse que ceros y polos de la planta con parte real positiva imponen una limitacién a la minima “energia”
del error, [;° %7 (t)%(t)dt, lograble eligiendo L. Hay casos en que no puede reducirse a cero.
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la férmula de Bass-Gura daba la ganancia de realimentacién (SISO)

1 -1

_(Xn,1 Xy_2 ... X X7 1
T
&y — &y Xy_n Kp—3 ... q 1 0
Xy — ) « ... 0 0 O
561 — X1 [24] 1 e 0 0 0
1 0 ... 0 0 0

donde C = [B, AB, ..., A7!B] es la matriz de controlabilidad del sistema.
Notamos de (8.25) que K serd mayor en magnitud (norma):

» cuanto mds se desplacen los autovalores respecto de las posiciones de lazo abierto
(mayores diferencias entre o; y &;),

» cuanto mads cerca de ser singular esté C (cuanto menos controlable sea el sistema,
mayor esfuerzo llevara controlarlo).

8.8.1. Dificultades de la realimentaci 6n de ganancia elevada

Si se desea estabilizar el sistema, habrd necesariamente que mover autovalores al lado
izquierdo del plano complejo. Sin embargo, moverlos excesivamente a la izquierda impli-
card usar una K elevada. Una K elevada tendera a hacer saturar los actuadores, trayendo
efectos indeseados en el desempefio del sistema.

Es claro que si bien la estabilidad es un punto esencial en el disefio, no es el tnico;
existen también requerimientos de velocidad de respuesta, sobrevalor, etc. Como discu-
tiéramos anteriormente, la velocidad del sistema queda definida por su “ancho de banda”,
definido como la frecuencia a partir de la cual la magnitud de la respuesta en frecuencia
del sistema comienza a decaer significativamente (3 dB).

En términos de autovalores, el ancho de banda queda determinado por los autovalores
dominantes, es decir, aquellos cuya parte real es mds cercana al origen (los de transitorios de
decaimiento més lento). Asi, el mover los autovalores excesivamente a la izquierda implica
también un lazo cerrado de gran ancho de banda, que puede amplificar incertidumbres
en el modelo y perturbaciones de alta frecuencia. Remarcamos que ademas, si los autova-
lores a lazo cerrado se sittian a distancias desparejas del origen, el esfuerzo de control no
serd eficientemente distribuido, lo que implica desperdicio de energia.

Resumiendo, para una eleccién razonable de los autovalores:

» Elegir el ancho de banda suficientemente grande como para alcanzar los requerimien-
tos de velocidad de respuesta deseados.

= No excederse en el ancho de banda — 0jo a los efectos de ceros de fase no minima
(subvalor excesivo), y el ruido y la incertidumbre de modelado en alta frecuencia.

» Ubicar los autovalores a distancias aproximadamente uniformes del origen para un
uso eficiente del esfuerzo de control.

Una configuraciéon de autovalores comin que satisface estos lineamientos es la de But-
terworth, originaria de teorfa de filtrado. La configuracién Butterworth se define por 2
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pardmetros: la frecuencia de corte wy y el orden k. La ubicacién de los autovalores que-
da definida por las raices de la ecuacién

(@) =0

jw

k=1 k=2 k=3 k=4

Figura 8.16: Configuracién de polos Butterworth parak =1, 2, 3, 4.

Los polinomios cuyos ceros tienen la configuracién Butterworth son los polinomios de
Butterworth. Los primeros 4 son:

oS ]

1(s) =s+1
By(s) = s+ V25 +1
(s)
(

S

Bs(s) =s®+2s2+2s+1
By(s) = s* +2,6135° 4 (2 + V2)s® +2,613s + 1.

Los filtros de Butterworth, cuyos denominadores son los polinomios de Butterworth, se
pueden calcular en MATLAB con la funcién

>> [Num,Den] = butter(N,W0,’s’)

Como veremos en detalle en el altimo capitulo, la configuraciéon Butterworth tiene pro-
piedades de optimalidad.

8.8.2. Resumen del proceso de dise fio

8.9. Resumen

Vimos dos métodos para calcular la ganancia de realimentacién de estados K para asig-
nar los autovalores de la matriz de evolucién A — BK del lazo cerrado en las raices de un
polinomio caracteristico deseado:

Ag(s) =s"+as" 4+ a,l.
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: %rquitectura de ControH— - l—

’ Chequeo y Robustez ‘

———————— SIS si

v

‘ Ganancias de Control ’ ’ Simulacién ‘
l l

‘ Observador ‘ ‘Construccic’)n y Ensayo‘

Figura 8.17: Proceso de disefio

El primer m étodo usa la férmula

_(Xn,1 Xpy—2 ... O Xq 1
_ T
X, — Xy Kyy Kyz ... ¢y 1 0
ko | PR T T
Xy — 0 [06) [24] ... 0 0 O
X — o o4} 1 0 0 O
i 1 0 0 0 0_

que se conoce como Férmula de Bass-Gura, donde oy, o, . . ., &, son los coeficientes del po-
linomio caracteristico de A, y C = [B, AB, ..., A" 'B] es la matriz de controlabilidad del
sistema a lazo abierto.

Funciones Utilesen M ATLAB

= pol=poly(A) calcula los coeficientes pol=[ 1,x;,«s,...,«,] del polinomio carac-
teristico de la matriz A.

= CC=ctrb(A,B) calcula la matriz de controlabilidad C.

= |op=fliplr(pol) invierte el orden de los coeficientes en el vector pol ; o sea lop=[
OCn,...,(Xl,l] .

= R=hankel(fliplr(pol(1:n-1))) arma la matriz

Ap—1 Xp—2 ... X2 X1 1
Xy Xpy—_3 ... X1 10

R= |+ =+ _:::
[2%) DC]...OOO
@ 1 .. 000
1 0 000

La siguiente secuencia en MATLAB calcula K en la férmula de Bass-Gura, de A,B y polK=
[1,&,...,&) (polinomio deseado):
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>> pol = poly(A);

>> n = length(pol);

>> R = hankel(fliplr(pol(1:n-1)));

>> K = fliplr(polK(2:n-1) - pol(2:n-1))*inv(R)*inv(ctrb(A,B));

El segundo m étodo resuelve la ecuacién de Lyapunov generalizada (también llamada
de Sylvester)
AT — TF = BK,

donde F es una matriz cualquiera con los autovalores a lazo cerrado deseados (distintos de
los de A) y K un vector fila arbitrario tal que (F, K) sea observable. Entonces

K=KT .

En MATLAB

>> T
>> K

lyap(A,-F,-B*Kbar);
Kbar*inv(T);

Tarea de estudio  Ver la justificacion del segundo método en Chen [1999, §78.2.1, paginas
239-41].

8.10. Ejercicios

Ejercicio 8.1. Calcular un control por realimentacién de estados u = r — Kx para estabilizar
el sistema del péndulo invertido dado por las EE

ubicando los autovalores del lazo cerrado en —1,5 £ j0,5 y —1 £ j. Utilizar los dos proce-
dimientos dados y comparar las ganancias de realimentacién obtenidas.

Simular la respuesta del sistema realimentado a un escalén unitario en la referencia.
Calcular la cota inferior tedrica para el subvalor en la respuesta y comparar con los valo-
res observados en la simulacién. ;Cudl es el compromiso de disefio si se quisiera hacer la
respuesta a lazo cerrado mas rapida?

¢Coémo se altera la respuesta si se recalcula una K para ubicar uno de los autovalores a
lazo cerrado sobre el cero estable del sistema?

Ejercicio 8.2. Redisefar el controlador para el sistema del Ejemplo 8.3 incorporando accién
integral segin el esquema de la Figura 8.8. Verificar por simulacién las propiedades de
robustez y rechazo de perturbaciones del lazo cerrado introduciendo incertidumbres de
modelado y perturbaciones de entrada.
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Ejercicio 8.3. ;Es posible cambiar la funcién de transferencia a lazo abierto

A —1 A s5—
G(s) = % ala delazo cerrado Gi(s) = W(;S)

mediante realimentacion de estados? ;Sera el sistema resultante BIBO estable? ;Y asint6ti-
camente estable? ;Qué puede decirse para

A s—1)(s+2 A
G(s) = % al lazo cerrado  G(s) = (sis)?

Ejercicio 8.4. Encontrar la ganancia K en u = r — Kx para asignar en —1 y —2 los autova-
lores a lazo cerrado del sistema

. 2 1 1

= el

y=[1 1]x

Ejercicio 8.5. Disefiar un observador de orden completo y uno de orden reducido para
estimar los estados del sistema del Ejercicio 8.4. Elegir los autovalores de los estimadores
dentro del conjunto {—3, —2 & j2}.

Ejercicio 8.6. Calcular la funcién transferencia de r a y del sistema a lazo cerrado del Ejerci-
cio 8.4. Repetir el calculo si la realimentacién se aplica al estado estimado con el observador
de orden completo disefiado en el Ejercicio 8.5. Repetir pero ahora con la estima obtenida
del observador de orden reducido. ;Son las tres funciones transferencia la misma?

Ejercicio 8.7. Considerar el disefio del control de posicién del motor de corriente continua
del ejemplo tutorial en Matlab.

1. Implementar el sistema con controlador en SIMULINK. Simular la respuesta a un es-
calén en r, y a un escalén de torque de perturbacién aplicado 0,1 segundos més tarde.

2. Disefiar un observador de orden reducido. Asignar los autovalores del observador de
modo que no afecten la respuesta especificada para el sistema.

3. Incorporar el observador al modelo SIMULINK y aumentar el valor del momento de
inercia del motor en un 20 %. Repetir el ensayo de respuesta a un escalén de la re-
ferencia y perturbacién de torque. ;Se conserva el desempefio? ;Cudl es la méxima
perturbacién admisible?

Ejercicio 8.8. Para el sistema dado por

0 100 00
0 010 00
A= -3 12 3 B= 1 2
2 100 0 2

encontrar 2 matrices K tales que los autovalores de A — BK sean —4 + j3y —5 &£ j4.
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