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Resumen

Estas notas son una transcripcion de las transparencias usadas para las clases de Control Automatico 2
dadas en el cuatrimestre de otofio de 2000. No pretende ser un apunte completo para el curso, sino una
guia detallada para el estudio del material citado como biliografia recomendada, en el cual se basa.
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Capitulo 1

Intr oduccion

1.1 Introduccién a Control Automatico 2

Esta materia es un curso avanzado en sistemas lineales y técnicas de control, que introduce la representa-
cion y el disefio de sistemas en dominio temporal.

Los sistemas a los que nos referiremos a lo largo de la materia son representaciones matematicas de
sistemas fisicos, y el tipo de representacion considerada son las ecuaciones en variable de estado.

En general, vamos a asumir que el modelo del sistema fisico esta disponible. Es decir, no vamos a
profundizar en la obtencién de este modelo, que puede hacerse utilizando técnicas de modelado a partir de
leyes fisicas (como en Procesos y Maquinas), o a través de estimacion paramétrica (como en Identificacion).

1.1.1 Representacion Externa

A partir de la propiedad de linearidad, un sistema puede describirse mediante la ecuacion integral

o= Gt Tu(r) dt w1

La ecuacion (1.1) describe la relacion entre la sefial de entrada v y la sefial de salida y, ambas funciones, en
general vectoriales, de la variable real t, el tiempo.

Este tipo de representacion es entrada-salida o externa, y el sistema en si esta descripto como un ope-
rador, denotémoslo G, que mapea la funciéon u en y,

G:umy
y=Gu

y(t) = /tt G(t, T)u(T)dt.

Para cada posible sefial de entrada u, el operador G “computa” la salida y a través de la integral (1.1), que
esté definida por la funcién G, intrinseca al sistema.

1.1.2 Representacion Interna

La descripcién externa (1.1) vale para sistemas a parametros distribuidos (como las lineas de transmision de
energia eléctrica). Cuando el sistema es a parametros concentrados, entonces también puede describirse
por ecuaciones del tipo

x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) (1.2)
y(t) = C(t)x(t) + D(t)u(t). (1.3)

Notar que la ecuacion (1.2) es un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden, mientras que la
ecuacion (1.3) es un sistema de ecuaciones algebraicas. Conforman lo que se conoce como representacion
interna de sistemas lineales.

Como el vector x se denomina el estado del sistema, el conjunto de ecuaciones (1.2), (1.3) se denominan
ecuacion en espacio de estados, o simplemente, ecuaciéon de estado.
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1.1.3 Sistemas Estacionarios

Si el sistema es lineal, ademéas de ser a parametros concentrados, estacionario, entonces las ecuaciones
(1.1), (1.2) y (1.3) se reducen a

y(t) =/tG(t—'r)u(T) dt 1.4)
0

x(t) = Ax(t) + Bu(t) (1.5)

y(t) = Cx(t) + Du(t). (1.6)

Para los sistemas lineales estacionarios es posible aplicar la transformada de Laplace, que es una herra-
mienta importante en analisis y disefio (Control Automatico 1). Aplicando la transformada de Laplace a (1.4)
obtenemos la familiar representacion

y(s) = G(s)a(s) (1.7)
donde la funcién G(s) = £{G(t)} es la funcién o matriz transferencia del sistema. Ambas (1.4) y (1.7) son

representaciones externas; (1.4) en el dominio temporal, y (1.7) en el dominio frecuencial.

1.2 Panorama de la Materia

1. Introduccion 3.9. Formas cuadraticas y matrices definidas positi-
vas
2. Descripcion Matemética de Sistemas I .
3.10. Descomposicion en valores singulares
3. Herramientas de Algebra Lineal 3.11. Normas de matrices
4. Solucién de la Ecuacion de Estado y Realiza- 4. Solucion de la Ecuacion de Estado y Realizaciones
ciones . . .

4.1. Solucion de ecuaciones de estado estaciona-

5. Estabilidad rias
- - 4.2. Cambio de coordenadas

6. Controlabilidad y Observabilidad

4.3. Realizaciones
7. Especificaciones y Limitaciones de Disefio 4.4. Sistemas lineales inestacionarios
8. Realimentacion de Estados y Observadores 5. Estabilidad
9. Introduccion al Control Optimo 5.1. Estabilidad entrada-salida

5.2. Estabilidad interna
5.3. Teorema de Lyapunov

2. Descripcion Matematica de Sistemas

2.1. Una taxonomia de sistemas . : . . .
) ) 5.4. Estabilidad de sistemas inestacionarios
2.2. Sistemas lineales

2.3. Sistemal lineales estacionarios 6. Controlabilidad y Observabilidad

2.4. Linealizaciéon 6.1. Controlabilidad
2.5. Sistemas discretos 6.2. Observabilidad

3. Herramientas de Algebra Lineal 6.3. Descomposiciones canonicas

6.4. Condiciones en ecuaciones en formade Jordan
3.1. Vectores y matrices . .
6.5. Ecuaciones de estado discretas
3.2. Bases y ortonormalizacion -
6.6. Controlabilidad y muestreo
3.3. Ecuaciones lineales algebraicas . . ) )
6.7. Sistemas inestacionarios
3.4. Transformaciones de similaridad

3.5. Forma diagonal y forma de Jordan 7. Especificaciones y Limitaciones de Disefio

3.6. Funciones matriciales 7.1. Funciones de sensitividad
3.7. Ecuacién de Lyapunov 7.2. Especificaciones de disefio
3.8. Algunas féormulas Utiles 7.3. Limitaciones en la respuesta temporal
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8.

7.4. Limitaciones en la respuesta frecuencial

Realimentacion de Estados y Observadores

8.1. Realimentacién de estados

8.2. Regulacion y seguimiento

8.3. Observadores

MIMO

9. Introduccion al Control Optimo

9.1.
9.2.

8.4. Realimentacion de estados estimados

8.5. Realimentacién de estados — Caso MIMO
8.6. Observadores — Caso MIMO

9.3.
9.4.

1.3 Bibliografia y Material de Estudio

El programa sigue principalmente los libros (en inglés, sorry!)

El principio de optimalidad

Regulador éptimo cuadrético

Estimador 6ptimo cuadratico

8.7. Realimentacion de estados estimados — Caso

Control 6ptimo cuadratico Gaussiano

1. Chi-Tsong Chen. Linear System Theory and Design. Oxford University Press, 3rd edition, 1999.

2. John S. Bay. Fundamentals of Linear State Space Systems. WCB/McGraw-Hill, 1999.

Otros libros recomendados:

3. Wilson J. Rugh. Linear System Theory. Prentice Hall, 2nd edition, 1995.

4. T. Kailath. Linear Systems. Prentice Hall, Englewood Cliffs, NJ, 1980.

5. E.D. Sontag. Mathematical control theory. Deterministic finite dimensional systems. Springer-Verlag,
2nd edition, 1998.

1.4 Cursado y Regularizacion

Regularizacion:

Aprobacion:

La materia se regulariza aprobando los dos parciales y los trabajos practicos con un pro-
medio de por lo menos 60%. De ser necesario, habra un parcial recuperatorio.

La materia se aprueba en el examen final, consistente de dos partes: practica y coloquio. Para

regulares, la practica cubre los capitulos no incluidos en los trabajos practicos y parciales. No regulares
(libres) rinden practica sobre toda la materia. El coloquio es no promocionable y cubre toda la materia.

El promedio de regularizacién contribuye a la nota del examen final en la siguiente proporcion:

Parciales: 40%
Trabajos Practicos: 20%
Practica Final: 20%
Coloquio Final: 20%
1.5 Calendario
| LUNES MARTES | MIERCOLES JUEVES VIERNES
Mar 6 Clase 1 | 7 8 Clase 2 | 9 10
81 82
13 Clase 3 | 14 15 Clase 4 | 16 17
82 82
20 Clase 5 | 21 22 Clase 6 | 23 24
83 83
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LUNES MARTES MIERCOLES JUEVES VIERNES
27 Clase 7 | 28 29 Clase 8 | 30 31
83 83
Abr 3 Clase 9 | 4 5 Clase 10 | 6 7
84 84
10 Clase 11 | 11 12 Clase 12 | 13 14
84 84
17 Clase 13 | 18 19 Clase 14 | 20 21
85 85 Jueves santo Viernes santo
24 Clase 15 | 25 26 Clase 16 | 27 28
Mesas de abril Mesas de abril Mesas de abril Mesas de abril Mesas de abril
85 86
May 1 2 3 4 5
D. del Trabajador Primer parcial
8 Clase 17 | 9 10 Clase 18 | 11 12
86 86
15 Clase 19 | 16 17 Clase 20 | 18 19
86 87
22 Clase 21 | 23 24 Clase 22 | 25 26
87 87
29 Clase 23 | 30 31 Clase 24 Jun 1 2
87 88
5 Clase 25 | 6 7 Clase 26 | 8 9
88 88
12 13 14 Clase 27 | 15 16
Segundo parcial 88
19 Clase 28 | 20 21 Clase 29 | 22 23
88 89
26 Clase 30 | 27 28 Clase 31 | 29 30
89 89
Jul 3 Clase 32 | 4 5 Clase 33 | 6 7
89 89 Entrega de Actas




Capitulo 2

Descripcion Matematica de Sistemas

2.1 Una taxonomia de sistemas

Uno de los problemas mas simples en robdtica es el control de la
posicion de un brazo simple de robot usando un motor colocado en la
junta.

Matematicamente, este sistema no es mas que un péndulo controlado
por torque.

Asumiendo que la friccién es despreciable, que el brazo es rigido, y
gue toda la masa del brazo esta concentrada en el extremo libre, aplican-
do las leyes de Newton, el &ngulo 6 respecto de la vertical esta dado por
la ecuacion diferencial

mé(t) + mgsin6(t) = u(t). (2.1)

El brazo simple de robot es un ejemplo de lo que se llama un sistema
dindmico, causal, de tiempo continuo, finito-dimensional, no lineal y esta-
cionario.

Dinamico se refiere a que las variables que definen el estado del brazo

Figura 2.1: Péndulo

en un instante t dado,  y 8, no dependen en forma instantanea del torque de control u. Si por ejemplo se
aplica un valor de torque constante, § tomara un tiempo no nulo en alcanzar su valor de equilibrio.
Un sistema no dindmico es estatico, y en él la salida de-

son despreciables.

ria.

pende en forma instantanea de la entrada. Un ejemplo es un
amplificador electronico donde efectos capacitivos e inductivos

Los sistemas estaticos suelen llamarse también sin memo-

Un sistema es causal 0 no anticipativo si la salida en un
Figura 2.2: Amplificador instante dado depende de los valores presentes y pasados de

la entrada, y no de valores futuros.

Sistemas anticipativos o predictivos pueden “adivinar” entradas futuras. Ningun sistema fisico real es

anticipativo.

La salida actual de un sistema causal depende del pasado de la entrada. ¢Pero cuanto tiempo atras
tienen efecto valores pasados de la entrada? Estrictamente, habria que volver atras en el tiempo hasta —oo,

lo que no es muy practico. El concepto de estado salva este problema.

El estado x(tp) de un sistema en el instante t, es la informacion en t, que junto con la
entrada u(t) para t > t, determina univocamente la salida y(t) para todo t > t;.

El estado x(t,) resume toda la historia del sistema desde —oo hasta to: conociendo el valor de angulo 6y
velocidad angular 6 en tg, podemos predecir la respuesta del brazo de robot a valores de torque u para todo

t > to.
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Podemos pensar que la entrada para t > t; y las condiciones iniciales x(t,) determinan la evolucion del
sistema para t > ty

x(to)

x(t), t >t € {u(t), £>

El ejemplo del brazo de robot es finito-dimensional, puesto que el estado x(t) en un instante cualquiera
de tiempo t puede ser caracterizado completamente por un nimero finito de parametros (en este caso, dos:
angulo y velocidad angular).

Un ejemplo de sistema infinito-dimensional aparece en el problema de regulacion de la temperatura del
aula por medio de acondicionadores de aire. La temperatura aparece como una distribucion en todo el
volumen del aula, y su caracterizacion completa requiere un namero infinito de datos (la temperatura en
todos los puntos del aula).

El término en tiempo continuo se refiere al hecho de que la variable t es continua, en contraste al caso
de un sistema definido por una ecuacion diferencia

x[k + 1] = Ax[k] + Bulx].

2.2 Sistemas Lineales

Un sistema se llama lineal si cumple con el principio de superposicion, es decir, dados dos pares de condi-
ciones iniciales y entradas,

, xi(to) -
xi(t), t >ty € {u,-(t), >t parai=1,2, (2.2)
tenemos que
X]_(to) +X2(to)
xi(t) +x(t), t > to € {ul(t) F (), t> 1 (2.3)
_ axi(to)
axi(t), t >ty &€ {au,-(t), >t a€R. (2.4)

La propiedad (2.3) es de aditividad, y la propiedad (2.4) de homogeneidad. La combinacién de ambas es
la propiedad de superposiciéon

La propiedad de aditividad permite considerar la respuesta del sistema como la superposicion de la
respuesta a condiciones iniciales y excitacion aplicadas por separado.

x(to)
x(t), t > to E{u(t):O' .
x(t) =x(t) + xe (1), t > to €
xc(t), t>ty & x(fo) =0
R E=0 u(t), t > to

La respuesta de un sistema lineal es la superposicion de su respuesta libre (a condi-
ciones iniciales, sin excitacion) y su respuesta forzada (a excitacion, con condiciones
iniciales nulas — relajado).

Los sistemas no lineales, como el brazo de robot, no cumplen con el principio de superposicion.

2.3 Sistemas lineales estacionarios
Un sistema es estacionario si para cada par condiciones iniciales y entrada

x(to)

u(t), t > to (2:5)

x(t), t > to G{
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ycada T € R, tenemos que

x(to+T)

u(t=T)+u(t), t >t +T. (2.6)

x(t—T),t2t0+T€{

Es decir, el sistema responde da la misma respuesta, corrida en tiempo, si se le aplica la misma entrada
corrida con iguales condiciones iniciales.
Un sistema que no cumple esta propiedad se dice inestacionario.

2.3.1 Representacion entrada-salida

Por superposicion se deduce la representacion de sistemas lineales mediante la integral de convolucion

y(t) = / " gt r)u(r) dr, 2.7)

—00

donde g(t, T) es respuesta al impulso: la salida del sistema a un impulso unitario §(t) en el instante T
(Chen 1999).
La causalidad implica que

causalidad & ¢g(t,7) =Oparat < T,

y como las condiciones iniciales se asumen nulas, (2.7) se reduce a

y(t) = /tt g(t, TYu(T)dT.

Si el sistema tiene p entradas y g salidas, entonces hablamos de la matriz de respuesta al impulso G(t, ) €
RI*P,
Si el sistema es estacionario entonces para cualquier T se cumple

g(t. )=9g(t+T.7+T)=9g(t—T1,0).

Asi podemos redefinir g(t — 7, 0) simplemente como g(t — 7). La representacion entrada-salida del sistema
se reduce a

t

y(t)=/0 g(t—‘r)u(‘r)d‘r=/0 g()u(t —T)dT.

La condicién de causalidad para un sistema lineal estacionario se reduce a g(t) = 0 para t < 0.

2.3.2 Representacion en Espacio de Estados

Todo sistema lineal finito-dimensional puede describirse mediante ecuaciones de estado (EE)

x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t)
y(t) = C(t)x(t) + D(t)u(t).

Para un sistema de orden n, el vector de estados es un vector n x 1, es decir que tiene n variables de estado,
x(t) € R" para cada t. Si el sistema tiene p entradas y g salidas, entonces u(t) € R e y(t) € RY. Las
matrices A, B, C, D se suelen llamar

A€ R™": de evolucion C € R9*": de salida

B € R™P: de entrada D € R9*P : de ganancia directa

Cuando el sistema es ademas estacionario, entonces la representacién en EE se reduce a

x(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) + Du(t) . (2.8)
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Aplicando la transformada de Laplace a (2.8) obtenemos

s%(s) — x(0) = AR(s) + Bii(s)
y(s) = Cx(s) + Da(s),

de donde siguen

%(s) = (sl — A)'Bx(0) + (s/ — A)~'Bii(s)

. _ (2.9)
9(s) = (sI — A)™1Bx(0) + [C(s| — A)™'B + D]a(s) .

Las ecuaciones algebraicas (2.9) permiten computar x(s) y y(s) de x(0) y d(s). Las transformadas inversas
dan x(t) e y(t). Asignando x(0) = 0 vemos que la matriz transferencia del sistema es

G(s)=C(sl—A)*B+D
En MATLAB las funciones tf2ss y ss2tf  permiten pasar de una representacion a otra.

Ejemplo 2.1. Supongamos que el brazo de robot trabaja tomando objetos de distinta masa. Entonces m
varia con cada objeto y tenemos que escribir

m(t)8(t) + m(t)gsin6(t) = u(t).
El sistema se convierte en inestacionario.

Ejemplo 2.2. Consideremos un cohete a reaccion que asciende en forma vertical de la superficie de la tierra.
La fuerza de propulsion es el producto v.ug, donde v. < 0 es la velocidad relativa de escape de gases, y
up < 0 la velocidad de variacion de masa ri(t), supuestas constantes.

Asumiendo la aceleracion de la gravedad g constante,

m(t)h(t) = —m(t)g + veuo .
Como m(t) = up, entonces m(t) = mo + upt. Definiendo xi(t) := h(t) y J i
x> (t) := h(t) y tomando como salida la altura, llegamos a la representacion en \ ()
EE ‘ I

R R NN

xo(t) x2(t) Tt h(t)
o=l 9 (2]

Figura 2.3: Cohete
El sistema es lineal, de dimension 2, e inestacionario.

2.4 Representacion en diagrama de bloques

El diagrama de bloques se obtiene en forma directa de las EE.

Ejemplo 2.3. El sistema

)= %] ol + o]

y(t)=[-2 3] [253] + 5u(t)

(2.10)

tiene el diagrama de bloques de la Figura 2.4.
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5
x(t) %> _ y(t)
f 2 —»0

: Xo(t) | % (1) ~I?)\

o

u(t)

—

Figura 2.4: DB del sistema (2.10)

2.5 Linealizaciéon

La gran mayoria de los sistemas fisicos son no lineales. Una clase importante de ellos se puede describir
por las ecuaciones de estado

x(t) = f(x(t), u(t), x(to), t) . x(to) = xo
y(t) = h(x(t), u(t), x(to), ),

donde f y h son campos vectoriales no lineales, es decir, escrita en términos escalares, la componente i de
x(t)en (2.11) es

(2.11)

Xi(t) = fiCa(t), ..., xa(t); ur(t), ..., um(t); x1(to), - -, Xn(to)i t)  Xi(to) = Xio -

Este tipo de sistemas se trata en detalle en Sistemas No Lineales.

Una ecuacion de estado lineal es una herramienta (til para describir sistemas como (2.11) en forma
aproximada. El proceso de obtencion de un modelo lineal a partir de uno no lineal se llama linealizacion.

La linealizacion se realiza alrededor de un punto o trayectoria de operacion, definida por valores nomina-
les X(t), X% y @i(t) que satisfacen (2.11),

. X(to)
(1), t >t € {L"/(t), .

Nos interesa el comportamiento de la ecuacion no lineal (2.11) para una entrada y estado inicial “cerca-
nos” a los valores nominales, es decir u(t) = G(t) + us(t) y xo = Xo + x05 para us(t) y xos suficientemente
pequefios para t > tp.

Suponemos que la correspondiente solucién permanece cercana a la nominal, y escribimos x(t) = ¥(t)+
xs(t) paracada t > to.

En términos de la ecuacién de estado no lineal (2.11) tenemos

X(t) +Xs(t) = F(X(t) +x5(t). d(t) + us(t). t),  X(to) + x5(to) =Ko + Xo05
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Asumiendo diferenciabilidad, podemos expandir el lado derecho de esta ecuacién usando series de Taylor
alrededor de X(t) y ii(t), reteniendo s6lo los términos de primer orden. Notar que la expansion es en términos
de x y u; no se hace con respecto a la tercer variable t.

Especificamos la operacién para la componente

Xo x(t) i, que queda *
X xs(t) (% + X5, 0+ us, t) = fi(X, 0, t)
- of; ofi o -
x(t Y
(t) + ox, (%, d, t)xs1 + -+ -+ ox, (X, 0, t)xsn
+aﬁ(""t) + +aﬁ(”"t)
au1 X, U, r)usi aum X, U, U)Usm
(2.12)
Figura 2.5: Trayectoria de operacion y aproximacion Repitiendo la operacién para cada i = 1, .., n,

y volviendo a la notacién vectorial, obtenemos
< 5 i~ of . . of . .
X(t) 4+ Xxs(t) =~ f(Xx(t), d(t)) + a—x(x i, t)xs + E(X i, t)us

donde la notacién % representa el Jacobiano, o Matriz Jacobiana, del campo vectorial f con respecto a x,

of  Ofi of

Ox1 Oxa Tt Oxn

oh  ofh of
g A | Ox1 Ox T Oxn
Ox

ofy  Ofa ofy

Ox1 X T X

Dado que X(t) = f(%(t), i(t).t), X(ty) = %, larelacion entre xs(t) y us(t) (el modelo incremental) queda
aproximadamente descripto por una EE lineal inestacionaria de la forma

[36(8) = A(Dxs (1) + BOus(1).  xa(t0) = x0 — % |

donde

A(t) = DL, (1), 1), B(1) = 9o (1), (1), 1)

De igual manera se expande la ecuacion de salida y(t) = h(x(t), u(t), t), de donde obtenemos la aproxima-
cion lineal

[ys(t) = C(t)xs(t) + D(t)us(t), |

donde y;(t) = y(t)—y(t), con y(t) = h(x(t), i(t). t)
y

C(t) = (), 6(1),1), D(t) = S ((t), (1), 1)

Notar que las EE obtenidas por linealizacién van a ser en general inestacionarias, aun cuando las fun-
ciones originales f y h sean estacionarias, debido a que las matrices Jacobianas se evallan a lo largo de
trayectorias y no puntos estacionarios.

Ejemplo 2.4. Consideremos el péndulo invertido sobre un carro movil de la Figura 2.6. Las ecuaciones de
movimiento son

u+ 62misin® — mgsin @ cos
M + msin6
—ucosf —62misincosé + (m+ M)gsing
MI + msin6 '

6=
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Figura 2.6: Péndulo invertido.

Definiendo x; = y, xo = y, x3 = 8 y x4 = § vemos que el sistema tiene la forma x = f(x, u), donde x € R*
y u € R,y f estd dada como

X2
fl(x' U) u+xfmlsin X3—mg sin X3 COS X3
ey = B0
' f3(X: U) X4
f4(X, U) —uco:;X3—xfmIsin x3 cos x3+(m+M)gsin x3

Mi+msin® x3

Como trayectoria de operacion tomamos 8(t) = 0, i(t) = 0Vt, que es facil ver que satisface f(%(t), ii(t)) =
0 (es un equilibrio). Las matrices Ay B de los respectivos Jacobianos de f evaluados sobre esta trayectoria
son

0 1 0 0 0

of 00 —m o of 1

—_ — - — M
A=509= 10 0 o 1] B=5,00=)7
0 0 Mrms g ..

Ejemplo 2.5 ((Rugh 1995)). Volvemos al ejemplo del cohete de la clase pasada. Las ecuaciones de movi-
miento eran

m(t)h(t) = —m(t)g + veu(t).
donde ahora tomamos la velocidad de cambio de masa libre u(t) = m(t) (ejercicio en la clase anterior).

Definiendo m(t) como una variable de estado mas, y denotando x,(t) = h(t), x(t) = h(t), x3(t) = m(t), y
tomando u(t) como una entrada independiente llegamos al modelo no lineal

x1(t) XZ(Vt)
so(t)| = |—g+ e
() g+fgwa)

Consideramos ahora su linealizacion alrededor una trayectoria nominal correspondiente a un valor cons-
tante de la entrada v = uy < 0. No es dificil calcular la trayectoria nominal explicitamente mediante integra-
cién directa, primero de x3(t), luego x(t) y finalmente x;(t). Haciendo las cuentas obtenemos

t2 . t t t
2 Uo mo mo mo

~ Uupt
Xg(t) = —gt -|- Ve (]. -|- mLO)

X3(t) = mg + ugt .

1Por simplicidad no escribimos la dependencia temporal de x y w.
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Los Jacobianos necesarios son

01 0 0
of of
6_X(X' uy=10 0 —veu/x3| , a—(x, u) = |ve/xs
00 0 u 1

Substituyendo los valores nominales (s6lo los de x;3(t) y u(t) aparecen) obtenemos la EE linealizada en las
variables incrementales xs(t) = x(t) — x(t) y us(t) = u(t) — i(t)

0 1 0 0
. —Velp Ve
-0 0 —="0 S -
xs(t) (mo + uot)? xs(t) + mo + tot us(t) .
0 o 0 1

Las condiciones iniciales para las variables incrementales estan dadas por

0
x(0)=x(0)—1] 0
Mo

2.6 Sistemas discretos

La mayoria de los conceptos de EE para sistemas lineales continuos puede transladarse directamente a
sistemas discretos, descriptos por ecuaciones diferencia. En este caso la variable temporal t s6lo asume
valores en un conjunto denumerable (cuyos elementos pueden “contarse” 2).

Cuando el sistema discreto se obtiene a partir de un muestreo de un sistema continuo, vamos a considerar
sélo el caso de muestreo regular, donde t = kT, k =0,£1,+2..., donde T es el periodo de muestreo. En
este caso denotamos las variables discretas (secuencias) como u[k] £ u(kT), etc.

Los conceptos de dimension finita, causalidad, linealidad y el principio de superposicion de las respuestas
debido a condiciones iniciales y entradas, son exactamente como en el caso continuo.

Una salvedad: a diferencia del caso continuo, retardos puros no dan lugar a un sistema de dimensién
infinita si el retardo es un multiplo del periodo de muestreo T.

2.6.1 Descripcion entrada-salida de sistemas discretos

Definimos la secuencia de impulsos §[k] como

1 sik=m
5[k_m]:{o sik£m

donde k y m son ndmeros enteros. Notar que en el caso discreto los impulsos son facilmente realizables
fisicamente.
En un sistema lineal discreto toda secuencia de entrada u[k] puede representarse mediante la serie

o0

ulk] = > u[m]é[k — m].

m=—00

Si gk, m] denota la salida de una sistema discreto a una secuencia de impulsos aplicada en el instante
m, entonces tenemos que

o[k — m] — glk, m]
o[k, mlu[m] — glk, mlu[m] (por homogeneidad)

36tk mulm] — 3 glk, m]u[m] (por aditividad) .

2Es decir, ponerse en correspondencia con los nimeros naturales.
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Asi la salida y[k] excitada por la entrada u[k] puede representarse mediante la serie

o0

ylkl=Y" glk, mu[m]. (2.13)

m=—00
Si el sistema es causal no habra salida antes de que la entrada se aplique, por lo que
causalidad < g[k, m] =0 para k < m.

Para sistemas discretos causales la representacion (2.13) se reduce a

k

ylkl =" glk, mlulm],

m=ko

y si ademas tenemos estacionariedad, entonces vale la propiedad de invariancia respecto de corrimientos
en el tiempo y llegamos a la representacion del sistema mediante la convolucion discreta

k k
y[Kl =Y glk — mlu[m] =~ g[m]ulk — m].
m=0 m=0
2.6.2 Representacion en Espacio de Estados

Todo sistema discreto lineal finito-dimensional puede describirse mediante EE (diferencia)

x[k + 1] = A[k]x[k] + B[k]ul[K]
y[k] = Clk]x[k] + D[k]ulk] .

y en el caso estacionario
x[k + 1] = Ax[k] + Bulk]
y[k] = Cx[k] + Dulk] .

En este caso, tiene sentido hablar de funciones transferencia discretas, G(z) = Z[g[k]]. La relacién entre
funcion transferencia discreta y representacion de estados es idéntica al caso continuo,

G(z) =C(zI —A)B+D,

y sirven las mismas funciones de MATLAB ss2tf vy tf2ss

2.7 Resumen

e La matriz transferencia es racional sii el sistema es lineal, estacionario y de dimension finita.
e Las representaciones externas asumen condiciones iniciales nulas.
e Los sistemas de dimension infinita no pueden describirse en EE.

e Mediante linealizacién, puede describirse el comportamiento de un sistema no lineal en forma aproxi-
mada mediante un modelo en EE incremental lineal.

e La linealizacion se realiza alrededor de una trayectoria de operacion nominal conocida, y los modelos
incrementales obtenidos seran, en general, inestacionarios.

e Los sistemas discretos tienen representaciones equivalentes a las de sistemas continuos mediante
series de convolucion, funciones transferencia en transformada Z, y EE diferencia.

e A diferencia del caso continuo, los retardos puros no necesariamente dan lugar a un sistema discreto
distribuido.
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Tipo de sistema Representacion interna Representacion externa
dim. infinita lineal y(t) = [y G(t. T)u(T)dT
dim. finita, lineal ~ x = A(t)x + B(t)u y(t) = [; G(t, m)u(r)dT

y=C(t)x + D(t)u

dim. inf., lineal, est. y(t) = [ G(t. T)u(r)dT

(s) = G(s)a(s)

dim. fin., lineal, est. x = Ax + Bu y(t) = [ G(t. T)u(r)dT

y=Cx+ Du 7(s) = G(s)i(s)

2.8 Ejercicios

Ejercicio 2.1. A partir de la definicién de transformada de Laplace de y(t)

9(s) = /0 (et

probar que para un sistema lineal estacionario y(s) = g(s)d(s).

Ejercicio 2.2. ;Cémo se modifica el sistema del cohete si la velocidad de cambio de masa uy es u(t) =
m(t)? Escribir las EE y clasificarlo.

Ejercicio 2.3. Considerar un sistema consistente en un retardo puro,
y(t)=u(t—-T).
¢ Es dindmico, lineal, de dimension finita, estacionario?

Ejercicio 2.4. Introducir el sistema (2.10) en MATLAB utilizando la funcién ss y obtener la funcion transfe-
rencia con ss2tf . Explorar las herramientas ssdata , tfdata , zpkdata vy ltiview

Ejercicio 2.5. Para la ecuacion diferencial

YO + 530 = —5ult)

usar una simple identidad trigonométrica como ayuda para encontrar una solucién nominal correspondente a
i(t) =sin3t, y(0) = 0, y(0) = 1. Determinar una EE linealizada que describa el comportamiento del sistema
alrededor de esta trayectoria nominal.

Ejercicio 2.6. Linealizar la EE no lineal

. 1
R0
X(t) = u(t)x(t)
alrededor de la trayectoria nominal originada en X, (0) = %(0) = 1,y i(t) = 0.

Ejercicio 2.7. Parala EE no lineal

[xl(t)] _ [ x(t) = 2xa(t)xe(t)
Xo(t) —x1(t) + x2(t) + 3 (t) + u(t)

calcular las posibles soluciones constantes, a menudo denominadas estados de equilibrio, y las correspon-
dientes EE linealizadas.
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Ejercicio 2.8. Considerar la EE no lineal

u(t)
x(£) = |u(t)x(t) — x3(t)
x2(t) — 2x3(t)

y(t) = x2(t) — 2x5(1)
con estado inicial X(0) = [:Og} y entrada nominal constante {i(t) = 1. Mostrar que la salida nominal es
y(t) = 1. Linealizar la EE alrededor de la solucién nominal. ¢Hay algo raro en este sistema?
Ejercicio 2.9. De la definicion de transformada Z de la secuencia y|[t]
o0
y(2) = ZlylKl = D _ylklz™*
k=0

probar que para un sistema lineal estacionario discreto y(z) = §(z)i(z).



Capitulo 3

Herramientas de Alg ebra Lineal

3.1 Vectores y Matrices

Los elementos basicos en teoria de sistemas lineales son vectores n x 1 (columna) o 1 x n (fila) y matrices
n x m con elementos reales, es decir, v € R", A € R"*™. Denotamos el elemento i del vector v como v;, y el
elemento jj de una matriz A como aj; 0 [A];;.

dir d12 ... dim
Vo
v=| =[V1 v Vn]T, A= dr1 d2 ... dom
V.n dn1 dn2 Ce dnm
En MATLAB: vectoresv = [v1;v2; ...vnl = [vlv2, ...,vn] ymatrices A=[all,al2, ...,alm;a21,a22,
,azm; ... ]2

El producto de dos matrices A € R™*"y B € R"** sélo esta definido si n = r. En particular para vectores
v € R", w € R™, tenemos v’ € R™™,

Escribimos la matriz n x m con todos sus elementos cero como 0,x,, Simplemente 0 si las dimensiones
(MATLAB [n,m]=size(A) ) son claras del contexto. Para matrices cuadradas, m = n, la matriz nula es 0, y
la matriz identidad /, o simplemente / (MATLAB I=eye(n))

Asumimos las operaciones de suma y producto de matrices familiares. Lo interesante del producto de
matrices es que en general es no conmutativo, es decir, AB'y BA no son siempre lo mismo.

Si A es cuadrada, para cualquier entero k > 0 la potencia A* esta bien definida, con A° = /. Si existe un
k > 0 tal que A% = 0 decimos que A es nilpotente.

Traza. Para una matriz cuadrada n x n, la traza es la suma de los elementos de su diagonal (en MATLAB
trace(A) )

n
trA= Z ajj -
i=1
Si Ay B son tales que AB es cuadrada, entonces tr[AB] = tr[BA].

Determinante  El determinante es otra familiar funcién escalar de una matriz cuadrada, det A (MATLAB
det(A) ). El determinante puede evaluarse recursivamente mediante la expansion de Laplace: Sea ¢;; el
cofactor del elemento a;;, 0 sea el producto de (—1)'* por el determinante de la submatriz (n — 1) x (n — 1)
obtenida de eliminar en A la fila / y la columna j. Entonces para cualquier i fijo, 1 < i < n,

det A = Z ajjCij - (3.1)

J=1

10jo con la transpuesta en MATLAB cuando se trabaja con vectores o matrices complejos;’ representa la transpuesta conjugada, la
transpuesta sin conjugar es .’ .

19
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Esta es la expansion sobre la fila i. Una expresion analoga existe para la expansion sobre una columna j.
Vemos de (3.1) que el determinante no es mas que la suma de productos de los elementos de la matriz,
por lo que es una funcion matricial diferenciable todas las veces que uno quiera.
Si Ay B son matrices n x n, entonces det(AB) = det(A) - det(B) = det(BA).

Inversa La matriz cuadrada A tiene una inversa, A=!, AA~! = A=1A =/, sii det A # 0 (MATLAB inv(A),
A™(-1) ). Una formula comun para A~! se basa en los cofactores de A.

El adjunto de A, adj A, es la matriz cuyo elemento ij es el cofactor ji de A — 0 sea, la transpuesta de la
matriz de cofactores. Entonces

_; _ adjA
" detA

La inversa del producto de dos matrices cuadradas no singulares cumple (AB)~! = B~1A-1,
Una féormula muy util en teoria de sistemas lineales es el lema de inversion de matrices.

Lema 3.1 (Inversion de Matrices). Dadas matrices R, S, U, V de dimensiones compatibles, donde Ry S son
cuadradas y no singulares, entonces

(R—US™W) ' =R+ RIS — VRIW) VR,

3.2 Bases y Ortonormalizacion

El conjunto de todos los vectores de R” puede verse como un espacio vectorial lineal con las operaciones
estandar de suma de vectores y producto por numeros reales. Las matrices m x n (0 n x m si consideramos
vectores fila) son operadores lineales definidos sobre estos espacios.

Dos vectores x; € xo en R” son linealmente independientes (LI) si la Unica combinacion lineal de ellos que
da el vector nulo, a1 x1 + axxe = 0, es la trivial, a; = 0, a2 = 0. Sino son linealmente dependientes.

El concepto se extiende a un conjunto de cualquier nimero de vectores. Si el conjunto de vectores
{x1, %2, ..., Xm} €s linealmente dependiente, entonces existe un conjunto de escalares {a1, as, ..., an,} don-
de al menos uno es distinto de cero, digamos a; # 0,y

aixy +asxo+ -+ AmXm = 0.

Entonces podemos escribir x; como combinacion lineal de los restantes vectores, x; = —ail(am + - 4
O mXm)-

La dimension de un espacio lineal es el maximo ndmero de vectores LI en ese espacio; n en R”.

Un conjunto de vectores LI en R” es una base de R” si todo vector de R” se puede escribir como una
combinacion lineal Unica de los vectores del conjunto. Sea {qi, g2, ..., g} una base de R". Entonces dado
un vector cualquiera x € R” puede expresarse en forma Unica como

X=0a1q1 +a2q2+ -+ apqp

ay
Qan
=g @ ... a|.|=0Q%,

donde X = [a1as ... a,]T eslarepresentacion de x con respecto a la base (o en las coordenadas) {qi, go, . . .,
La matriz Q es no singular por definicion, y sirve para obtener la representacion de cualquier vector en R” en
la base {q1, o, ..., qn}, X = Q7 1x.

En particular, siempre existe la base formada por los versores e; = [10... 0]", e, =[01... 0]", etc. En
esecaso Q = /.

Ejemplo 3.1. Consideremos los vectores g; = [3 1]7 y ¢, = [2 2]". Como son LI, forman una base en R2,
La representacion del vector x = [1 3]7 en las coordenadas {qi, -} es [-1 2]", que se obtiene de
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0 sea que x puede escribirse como x = —q; + 2¢g».

cete o]

-3 [
=[5 S0

-2

3.2.1 Norma de vectores

El concepto de norma de un vector es una generalizacion de la idea de magnitud. La norma de un vector x,
denotada ||x||, es una funcion del espacio vectorial en R{ (los reales positivos mas el 0) que cumple con las
siguientes tres propiedades:

1. ||x|| > 0 para todo x y ||x|| = 0 sii x = 0.
2. ||ax|| = |a|||x||, para todo escalar a.
3. |Ix1 + x2l| < ||xa]| + ||x2|| para todo x;, x» (desigualdad triangular).

Dado un vector x = [x;x2 ... x,]", tres tipicas normas en R” son

lIxll: £ 30y Ixil norma-1
Ixlla 2 VxTx = /3., |x[>  norma-2 o euclidea
lIxlloc £ max [x;] norma-co
En MATLAB norm(x,1), norm(x,2) = norm(x) Yy norm(x,inf)

La bola unitaria es el conjunto de vectores de norma no mayor que la unidad. La forma de la bola unitaria
depende de la norma.

Bi={xeR":[Ix]| <1}.

La norma 2 o euclidea es la longitud del vector desde el origen. A menos que aclaremos lo contrario, vamos

-1

Figura 3.2: Bola unitaria en R? en normas 1, 2 e cc.

a trabajar siempre con la norma 2.
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3.2.2 Ortonormalizacién

Un vector x de R” esta normalizado si [|x|| = v'x"x = 1. Dos vectores x; y x son ortogonales si x{ x, =

x2Tx1 = 0. Un conjunto de vectores x;,i =1,2,..., m, es ortonormal si
0 sii#]J,
X,-T)g _ { . .3&]‘
1 sii=j.
Dado un conjunto de vectores LI {p1, po,..., Pm}, podemos obtener un conjunto ortonormal de vectores
{q1, 12, ..., 1»} usando el procedimiento de ortonormalizacién de Schmidt,
u = py g1 = u /||l
uz éP2—(CI;LT132)(71 gz éU2/||Uz||:

Um = Pm — ZT;ll(qz—Pm)Qk dm £ U/ | tml| -

SiQ =[q1g2...qm] €S una matriz n x m, m < n, con todas sus columnas ortonormales, entonces Q' Q = /.
¢ Qué puede decirse entonces de QR ?

3.3 Ecuaciones Lineales Algebraicas

Consideremos el conjunto de ecuaciones lineales algebraicas
Ax=y (3.2)

donde A e y son matrices reales dadas, respectivamente m x ny m x 1, y x es la incognita a resolver, n x 1.
El problema consiste de m ecuaciones y n incégnitas escalares, y puede que m sea menor, igual o mayor
que n. La existencia de solucién depende de la imagen de A.

El espacio imagen, o simplemente imagen, de A es el espacio generado haciendo todas las posibles
combinaciones lineales de las columnas de A. La dimension de la imagen de A es el rango de A.

Un vector x se llama vector nulo de A si Ax = 0. El espacio de todos los vectores nulos de A se llama el
kernel o espacio nulo de A. La dimension del kernel de A cumple la relacion

dimension de ker(A) = namero de columnas de A — rango(A) (3.3)

En MATLAB orth(A) da una base ortonormal de la imagen de A, rank(A) da el rango, y null(A) da
una base ortonormal del kernel.

Ejemplo 3.2. Sea la matriz
0 1 1 2
A=(1 2 3 4| 2[a1araza].
2 0 2 0

El rango de A es 2, ya que a; y a» son LI pero az y a; son combinacién lineal de a; y a,. Podemos tomar el
conjunto {a;, a,} como una base de la imagen de A.
La ecuacion (3.3) implica que la dimension del kernel de A es 2, y puede verificarse que los vectores

m=[1 1 -10" 'y m=[0 20 -1
son vectores nulos de A (An; = 0 = An,). Como n; y np son LI, {ny, n,} es una base del kernel de A.

Hemos definido el rango de A como el nimero de columnas LI de A, pero también es igual al nUmero de
filas LI de A, por lo que se cumple que

rango(A) < min(m, n) .

Teorema 3.1 (Existencia de solucién). Dada una matriz A € R™*" y un vector y € R™,



3. Herramientas de Algebra Lineal 23

1. Existe una solucién x € R” de la ecuacion Ax = y sii y pertenece a la imagen de A, o sea,
rango(A) = rango([A y])
donde [A y] € R™*(n+1),

2. Existe una solucion x de Ax = y para todo y € R™ sii rango(A) = m (A es de rango fila pleno).

Teorema 3.2 (Parametrizacion de todas la soluciones). Dada una matriz A € R™*" y un vector y € R™,
sea x, una solucion de Ax = y y sea k 2 n — rango(A) la dimensién del kernel de A. Entonces

1. Si k = 0 (A tiene rango columna pleno), entonces la solucién x, es Unica.

2. Sik>0sea{n,m,..., ng} una base del kernel de A. Entonces para cualquier conjunto de k niUmeros
reales {a;, i =1,2,..., k} el vector

X=X, +ai1m +oxhy+ -+ oxhg
es también solucion de Ax = y.

Ejemplo 3.3. Consideremos la ecuacion Ax =y

0112i1 —4
1 2 3 4 Xzz—s. (3.4)
2 0 2 of |7® 0

Xg

Puede verse facilmente que y esta en la imagen de Ay que x, = [0 —400]" es una solucién. Con la base
{ny, n.} del kernel de A obtenida en el Ejemplo 3.2 podemos expresar la solucién general de (3.4) como

X = Xp +oa1n + oo

0 1 0
—4 1 2
=10 + o _1 + ao 0
0 0 -1

donde a; y a, pueden tomar cualquier valor en € R.

A veces vamos a encontrar el problema formulado en términos de vectores fila, xA = y, donde x, y son
1 x ny 1 x m. Puede tratarse como antes considerando el problema transpuesto A" x™ = y7.

En MATLAB la solucién de Ax = y puede obtenerse como x = A\y. El simbolo \ denota division matricial
por izquierda. Para el caso xA = y usamos la division matricial por derecha x = y/A .

Teorema 3.3 (Sistemas cuadrados). Sea Ax = y donde A es cuadrada. Entonces

1. Si A es no singular existe una solucién Unica para cada y, dada por x = A~'y. En particular la tnica
solucion de Ax = 0es x = 0.

2. La ecuacion homogénea Ax = 0 tiene soluciones no nulas sii A es singular. El nimero de soluciones
LI es igual a la dimensién del kernel de A.

3.4 Transformaciones de Similitud

Una matriz cuadrada A mapea vectores de R” en R”,
Ax=y. (3.5)

Si representamos los vectores de R con respecto a una nueva base {gi, g2, . . ., gn}, tenemos que x = QX e
y = Qy, y la ecuacion (3.5) da

Ax=y & AQx=Q7 & (Q'AQ)x=7
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La matriz A £ (Q~1AQ) es la representacion de A con respecto a la base {q1. ¢o. . . .. gn}. La transformacion
A=QAQ A=QAQ!
se llama transformacion de similitud, y Ay A se dicen similares.

Si{e, e, ..., e,} es la base canénica (formada por los versores), entonces la columna i de A no es mas
que la representacion del vector Ae; con respecto a la base {e;, e, ..., en} -
En la base {q1, o, ..., gn} la columna j de A es la representacion de Ag; en la base {q1, 2. ..., gn}. Esto
se ve de A = Q71AQ, que se suele escribir
AQ = QA
< Alar @ ... @]=Q[&a & ... ai)
& [Ag Ag ... Ag=[Qa Q& ... Qa)
Ejemplo 3.4. Consideremos la matriz
3 2 -1 0 -1 —4
A=1-2 1 0 ylabase @=(0 0 2
4 3 1 1 1 -3
Calculamos
_ 0 0 17
A=Q'AQ=1|1 0 -15
01 5

3.5 Forma Diagonal y Forma de Jordan

3.5.1 Autovalores y autovectores

Un nimero A € C es un autovalor de la matriz A € R"*" si existe un vector no nulo v € R” tal que Av = Av.
Este vector v es un autovector (por derecha) de A asociado al autovalor .
Los autovalores de A se encuentran resolviendo la ecuacién algebraica

(A — Ay =0. (3.6)

Como vimos en la clase pasada, este sistema admite soluciones no nulas si la matriz (A/ — A) es singular
(determinante cero).
Definimos el polinomio caracteristico de A

A(N) = det(M — A).

El polinomio A()\) es moénico,?> de grado n, y tiene coeficientes reales. Para cada raiz de A()\) la matriz
(A — A) es singular, y por lo tanto, la ecuacién algebraica (3.6) tiene al menos una solucién no nula.

Concluimos que toda raiz de A(\) es un autovalor de A; como A()) tiene grado n, la matriz A tiene n
autovalores (aunque no necesariamente todos distintos).

3.5.2 Forma Companion

En general, el célculo del polinomio caracteristico de una matriz requiere la expansion de det(A/ — A). Sin
embargo, para ciertas matrices el polinomio caracteristico es evidente. Estas son las matrices en la forma
companion, (MATLAB A = compan(p) , donde p es un polinomio)

(0 0 0 —a4] [—a1 —ar —a3 —a4]
1 0 0 —as 1 0 0 0
01 0 —as 0 1 0 0
0 0 1 - 0 0 1 0 |

0 1 0 0 —a; 1 0 O]
0 0 1 0 —a, 0 1 0
0 0 0 1 —a3 0 0 1
_—(14 —Q3 —0r —0Q1 —Qy 0 0 0_

2E| coeficiente del término de mayor orden es 1.



3. Herramientas de Algebra Lineal 25

con el mismo polinomio caracteristico A(X) = A* + a1 A% + asA? + az) + aa.

En MATLAB los autovalores de A se calculan con la funcién r = eig(A) , donde r = [A1, ..., A,]7;
poly(r)  da el polinomio caracteristico.

Otro caso donde los autovalores (y el polinomio caracteristico) son particularmente evidentes es cuando
A es diagonal,

A1 00 0
0 X 0 0
A= |0 0 X 0
0 0 0 An

Pero, ¢ podemos siempre representar A en forma diagonal? No siempre, depende de si A tiene:
1. autovalores todos reales y distintos

2. autovalores complejos y distintos
3. autovalores repetidos

Analizamos cada caso.

Caso 1. autovalores de Atodos reales y distintos

En este caso los autovectores correspondientes son LI. Usamos el conjunto de autovectores, {vi, va, ..., Vo },
como base. Sea A la representacion de A en esta base. La columna 1 de A es la representacion de
Avi = X\1v; en la base nueva,

Avi = \vp = [v1 v v,,]
0

y concluimos que la columna 1 de A es [A; 0 ... 0]7. La columna 2 es la representacion de Av, = Aov, con
respecto a la base nueva, o sea [0 X\, 0 ... 0]”. Siguiendo este procedimiento, llegamos a que

M 0 - 0
_ 0 X - 0
A=|. . )
0 0 - M\,

Concluimos que toda matriz con autovalores distintos tiene una representacion en forma diagonal (es diago-
nalizable).

Caso 2: autovalores de A complejos y distintos

Cuando todos los autovalores son distintos, pero algunos son complejos, no podemos llevar A a una forma
diagonal real (aunque si compleja).

Siendo A real, los autovalores complejos aparecen siempre en pares conjugados A = ¢ £ jw, y dan lugar
a pares de autovectores también complejos conjugados v = u + jw.

En este caso se puede llevar A a una forma real diagonal en bloques, para lo cual la nueva base se arma
con los autovectores reales, y las partes reales e imaginarias de los autovectores complejos.

Por ejemplo, si tenemos dos autovalores reales y dos pares de autovalores complejos, {A1, A2, 01 +
Jjwi, 01 — jwy, 02 + jwo, 02 — jwo } con autovectores {vi, vo, ty + jwy, Uy — jwi, Us + jwo, b — juwn }, formamos la
base

{vi, vo, U1, w1, i, wn}.
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En esta base la matriz A tiene la representacion

A1 O 0 0 0 0
0 X 0 0 0 0
/—\ _ 0 0 g1 w1 0 0
0 0 —Wwp 01 0 0
0 O 0 0 02 W2
0 0 0 0 —Wy 02

Hay un bloque de 2 x 2 por cada par de autovalores complejos conjugados.

Caso 3: autovalores de A repetidos

Este es un caso especial. Cuando A tiene autovalores repetidos puede que no podamos llevarla a una forma
diagonal, pero siempre se puede llevar a una forma triangular o diagonal en bloques.

Supongamos que A € R"*" tiene un autovalor A con multiplicidad n, es decir, un sélo autovalor repetido
n veces. Para simplificar consideremos n = 4.

Sabemos que la matriz (A\/ — A) es singular. Ahora, caben las posibilidades de que el kernel (espacio
nulo) de (A/ — A) tenga dimensién 1, 2,3 0 4.

Si tiene dimensidn 4, entonces sabemos que hay cuatro soluciones independientes (no nulas, pues la
nula es la solucién particular), correspondientes a una base del kernel {ny, nz, n3, n4}.

ay
Qa»
a3z
Qg

AM—=Ax=0 = x=[m m n n

En este caso hay 4 autovectores independientes, y A es diagonalizable usando la base {ny, no, n3, ns}.
Veamos ahora el otro caso extremo, el kernel de A tiene dimension 1. En este caso s6lo podemos
encontrar una solucion independiente. Necesitamos tres vectores independientes mas para armar una base.
Una forma de lograrlo es usando el concepto de autovalores generalizados.
Un vector v es un autovector generalizado de grado n asociado al autovalor A si

M=A)"v=0y (M—A"1v#£0

Si n =1 el problema se reduce al caso recién visto. Para n = 4 definimos

Vg =V
2 (A= X)vg = (A= X\)v

o2 (A= X)vz = (A—= )%y
i 2 (A= X))y = (A—=X)3v.

Estos vectores forman una cadena de autovectores generalizados de longitud 4, y cumplen las propiedades
(A=Xvi=0,(A=XN?va =0, (A= X)Pvs =0y (A — A)*vy = 0.
Los vectores vy, vo, vs, v4 LI por definicion, y cumplen con

Avi = Ang

Avs = vi 4+ vy
Avz = o + Ay
Avy = 3+ Awvs

Asi la representacion de A con respecto a la base {v1, v», v3, w4} €s

O O O »
O O X
o > = O
> = O O
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Es facil chequear que las columnas de J son la representacion de Av;,i = 1,2,3,4, enlabase {vi, v, v3, v4}.
Esta matriz triangular se llama bloque de Jordan de orden 4.

Si el kernel de (A— /) tiene dimension 2, entonces hay dos cadenas de autovectores generalizados cuya
longitudes sumadas dan 4. Pueden ser {vi, v}y {u1, ua}, {vi} y {u1, us, us}, {v1, vo, v3} y {u1}. En este caso
la base se forma con los vectores de las dos cadenas.

Igualmente, si el kernel de (A — \/) tiene dimensidn 3, entonces hay tres cadenas de autovectores gene-
ralizados, etc.

En resumen, si A € R**4 tiene un autovalor A con multiplicidad 4, existe una matriz no singular Q tal que

A=QTAQ

tiene una de las siguientes formas de Jordan

A1 0 Offx 0 0 Of|Xx 1 0 Of|Xx O O O]|Xx O O O
0O X1 0010 X1 0|0 X 0 OO0 X O OO0 X O O
0 0 A 1110 O A 110 O X 1|10 O X 1|f0 O X O
0 0 0 X]J0O O O A|]|0O O O A|l|O O O Al (0O O O X

La forma general a la que podemos llevar una matriz va a ser diagonal en
bloques, donde los bloques pueden ser de 1 x 1 para autovalores reales distintos,
2 x 2 para pares de autovalores complejos conjugados, y bloques de Jordan para
autovalores mdltiples.

La forma de Jordan puede usarse para establecer propiedades generales de
matrices. Por ejemplo, det A = det(Q 'AQ) = det Qdet Q~*det A. Como A es
triangular, det A es el producto de los autovalores,

detA = f[ Ai(A),

i=1

por lo que A es no singular sii no tiene autovalores nulos. ' Camille Jordan
En MATLAB podemos usar [q,d] = eig(A) para calcular los autovalores (1838-1922)

y la base de autovectores si A es diagonalizable (sino, Chen (1999) menciona

[9,d] = jordan(A) , usable con restricciones, pero aparentemente disponible

solamente en las versiones de MATLAB con el symbolic  toolbox ).

3.6 Funciones de Matrices Cuadradas

3.6.1 Polinomios

Vimos que para cualquier entero k # 0 la potencia A¢ esta bien definida. Dado un polinomio f(\) = A" +
aaA\"" ! + ... + a,, definimos f(A) como

FAY=A"+a A" anl.
Si A es diagonal en bloques, digamos A = [‘2; ,§’2] es facil verificar que

f(A) 0 ]

Ak:[Alf O] y también f(A)z[ 0 f(A)

0 Ak
Dada la transformacion de similitud A = Q=1 AQ 0 A = Q~!AQ, como
A= (QARTH = QAQTIQAQT! -+ = QARQ Y,
tenemos que
f(A)=Qf(AQ™" o f(A)=Q 'f(AQ.

Teorema 3.4 (Cayley-Hamilton). Sea A(X\) = det(A — A) = X" + a1 A" ! + -+ + a,—1 X + a, el polinomio
caracteristico de A. Entonces

AA) =A"+ ;A" 4t a, 1At a,l =0. (3.7)
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Es decir, una matriz satisface su propio polinomio caracteristico. El teorema de Cayley-Hamilton implica

que A" se puede escribir como una combinacién lineal de {/, A,..., A1}, Si multiplicamos (3.7) por A
obtenemos que A"*! se puede escribir como combinacion lineal de {A, A2, ..., A"}, que a su vez se puede
escribir en términos de {/, A, ..., Ar-11,

En conclusion, todo polinomio f(A) puede expresarse, para apropiados §;, como una combinacién lineal
de las potenciasde Ade 0 an— 1.

f(A) = Bol +BrA+ -+ Br 1AL,

3.6.2 Polinomio minimo

Habiamos visto el teorema de Cayley-Hamilton, que decia que toda matriz satisface su polinomio caracteris-
tico, es decir, si A(\) = det(A/ — A), entonces A(A) = 0. Pero, ¢podra A satisfacer un polinomio de grado
menor al de A(M\)?

La respuesta depende de la multiplicidad de los autovalores de A. Cuando los autovalores son todos de
multiplicidad 1 (todos distintos), entonces el polinomio caracteristico es el polinomio de menor grado que A
satisface (polinomio minimo ), o sea n en este caso.

Cuando hay autovalores con multiplicidad mayor que 1 (repetidos), el polinomio minimo podra ser de
grado menor que n. El polinomio minimo se puede expresar como

V(N = H(A — ),

donde 7; es la dimension del bloque de Jordan mas grande asociado a A;. Como )\; puede tener mas de un
bloque de Jordan asociado = 7; < n.

Ejemplo 3.5. En la matriz

0
0

0 0 |[M]| O
000

El autovalor \; tiene multiplicidad 3, y dos bloques de Jordan asociados: 6rdenes 2 y 1. El autovalor )\, tiene
multiplicidad 1.

0
0

AN = H(A —X)"=(M=X)3(X—X2), polinomio caracteristico

1

W(X) = H()\ — X)) = =X)32A—=X2). polinomio minimo.

1
El polinomio minimo es siempre factor del polinomio caracteristico.

Como consecuencia del teorema de Cayley-Hamilton vimos que para todo polinomio f(X), el polinomio
matricial f(A) se puede expresar como una combinacion lineal de {/, A, ..., An-11,

Si el polinomio minimo se conoce (y por lo tanto los 7i;), en realidad f(A) se puede expresar como una
combinacion lineal de un conjunto menor, {/, A, ..., A=11 que es alin mejor.

Una forma de calcular f(A) (con W()\) si se conoce, y sino con A(\)) es mediante la formula de division
de polinomios:

f(A) = a(A)AX) + h(X),
donde g(\) es el polinomio cociente y h(\) el polinomio resto. Tenemos
f(A) = a(A)A(A) + h(A) = q(A)0 + h(A) = h(A),

0 sea que todo se reduce a determinar los coeficientes del polinomio A(A) = 7,—1 A"t + -+ + m A + no.

La division de polinomios es util si el grado de f(X) no es mucho mayor que el de A()). De lo contrario es
mejor determinar los coeficientes de h(\) evaluando f(\) en los autovalores de Ay planteando un sistema
de ecuaciones algebraicas.



3. Herramientas de Algebra Lineal 29

Si los autovalores \; de A son todos distintos, los 7n; de h(\) se pueden resolver del sistema de n ecua-
ciones con n incognitas

fN) = a)AN) + h(\) = h(\), parai=1,2,..., n.

Si A tiene autovalores repetidos, hay que derivar f(\) = g(A\)A(X) + h()\) hasta obtener las ecuaciones
faltantes.

Ejemplo 3.6. Queremos calcular A% con

0 1
A= [_1 2] |
Planteamos el problema como el célculo de f(\) = A% evaluado en A. El polinomio caracteristico de A es

A(N) = (A + 1) Sea h(A\) = m A\ + np.
En el espectro (el conjunto de autovalores) de A (dos elementos iguales en este caso, A = —1) tenemos

f(-1)=h(-1) = (1)1 = —m +mo
fl(-1)=H(-1) = 100-(-1)*°=mn,
y asi concluimos que 7, = =100, y 1o = —99, 0 sea, h(\) = —100X — 99. Finalmente,

A0 — mA—+ nol

oanft, -] 2

-1 2 01
_ [-199 —100
— 100 101"

Resumimos el resultado que usamos en el ejemplo en un teorema.

Teorema 3.5. Sean dados f(\) y una matriz A n x n con polinomio caracteristico A(A) = T2, (A — XA)™,
donde >>7", nj = n.

Sea h(\) = M1 A"t + .- + M\ + no el polinomio de orden n — 1, con coeficientes n; a determinar, tal
que f(A) = h(A).

Entonces los coeficientes n; pueden calcularse resolviendo el sistema de n ecuaciones algebraicas

fON)=hr90N), parak=0,1,...,nm—1,yi=12,...,m,
donde

d*F(N)

d*h(\
N o) &SI

A=A} d>\k

i

FOM) £

A=A

3.6.3 Funciones matriciales no necesariamente polinomiales

Dada una funcién f(\) mas general, una forma de definir f(A) es usando el Teorema 3.5. Es decir: calcula-
mos el polinomio h(\) de orden n—1 igualando f(\) = h(\) en el espectro de A, y asi definimos f(A) = h(A).
Ejemplo 3.7. Queremos calcular e*t para A = [§ 2 _gz] El polinomio caracteristico de A es A(A) = (A —
1)?(X — 2). Sea h(\) = 1A + m1 A + no. Aplicando el Teorema 3.5 tenemos que 3

f(1)=h(1) = e'=m+m+mn

f'(1)=H(1) =te'=2m+m

f2)=h(2) =>e*=d4m+2m+mn.
Haciendo las cuentas obtenemos ny = —2tef + e?t, n; = 3tel + 2et — 2%, y mp = €2t — et — tel. Finalmente

et = h(A) = (e®* — e' — te') A% + (3te' + 2e' — 2e*")A + (—2te! + €2)/

2et —e?* 0 2ef —2¢*
= 0 et 0
et —et 0 2%t — et

30jo que la diferenciacién en la segunda linea es con respecto a X, no t.
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Ejemplo 3.8. Consideremos el bloque de Jordan de orden 4

A 1 0 O
10 A 1 O
A= 0 0 X\ 1
0 0 0 X\

Su polinomio caracteristico es simplemente A()\) = (A — X1)*. Si en vez de seleccionar h(\) = 13A3 + 722 +
mA + 1o, elegimos

h(A) =m(A = X1)* + (A = A1) +m(A = A1) +mo,
La condicién f(\) = h(X\) en el espectro de A da las expresiones

() e = (M)

Mo = f(>\1), m = f’(>\1)- M = ol ) 3 = 31

Una propiedad util del bloque de Jordan es la de nilpotencia de (A;/ — A),
o]
(Ml —A)= [8
0

00

Oul - 4)* = [ B

00

gue en este ejemplo permite obtener la expresion general para f(A)

() F()/10 FA()/20 FB(N)/3!
0 ) F(A)/1 FO(g)/2!
0 0 f(A1) (A1) /1!
0 0 0 (A1)

f(A) =

Asi, por ejemplo, si f(\) = e*?,

eMt ted1t t2eMt/21 3etit/3l

eAt — 0 eMt  teMt  t2eMt/Dl
0 0 et tetit
0 0 0 eMt

3.6.4 Series de Potencias

Otra forma de definir una funcién matricial f(A) es a través de la serie de potencias de f(\). Supongamos
que f(\) se puede representar por

f) =Y BN
i=0

con radio de convergencia p. Sitodos los autovalores de A tienen magnitud menor que p, entonces podemos
definir f(A) como

f(A) =) BiA". (3.8)
i=0

Esta definicion es en realidad equivalente a la anteriormente vista en el Teorema 3.5. No lo probamos, pero
mostramos un caso particular.

Ejemplo 3.9. Consideremos otra vez el bloque de Jordan del Ejemplo 3.8,
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Supongamos que f () tiene el siguiente desarrollo en serie de potencias alrededor de \;
f”(>\1)

FO) =)+ QDA = M)+ =7 (A= A)* + -+
Entonces
) f”o\l) )
F(A) = FO+FOA =MD + — (A= M)+

Por la propiedad de nilpotencia del bloque de Jordan, (A/ — A)* = 0 para k > n = 4, la serie de potencias se
reduce inmediatamente a la expresion que sacamos en el Ejemplo 3.8.

3.6.5 Diferenciacion e Integracion Matricial

Se define elemento a elemento,

dt

Con estas definiciones no es dificil probar que vale la propiedad

t d _ t d
/ A(T)dT, —A(t) son respectivamente / aj(T)dT, Ea,-j(t) .
0 0

2 IAWDB()] = ADB() + ADB(D)

el teorema fundamental del calculo,
t

% | A(T)dT = A(t),

y laregla de Leibniz

(t) (t)
% /g A(t, T)dT = A(t, T)g(t) — A(t, T)F(t) + /fjt)

15}
—A(t, 7)dT.
o T: (t,7)

3.6.6 La Exponencial Matricial

Una funcién de particular interés en este curso es e?t. Como la serie de Taylor e} = 1+ At + &£ 4 ... +
A"t" 4 ... converge para todo Ay ¢ finitos, tenemos que

n!

t2 o t
eAt:/+tA+§A+...: FAk' (EXP)
’ k=0
En MATLAB e” se calcula con la funcién expm(A) ,* que implementa la expansion de Padé.
Usando (EXP) es facil probar las siguientes dos propiedades de eA*

e’ =1,
eA(f1+t2) — eAt1 eAfQ ,
-1 _

(eAt) —e At )

¢ Cémo probamos la tercera? En general etAtB)t £ eAteBt (; por qué?).
Diferenciando término a término (EXP) obtenemos

d a_ ~ 1
at’ :;(k—l)!A

asi tenemos que L eAt = Aeht = eAtA,

40jo no confundir con exp(A) , que da la matriz de las exponenciales de los elementos de A.
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Ejercicio 3.1. Probar que la transformada de Laplace de e*t es

L[e*] = (s/ — A,

3.7 Ecuacién de Lyapunov

Es la siguiente ecuacion matricial
AM + MB =C, (LYAP)

donde Ay B son matrices constantes, respectivamente de dimensiones n x ny m x m. Las matrices C y la
incognita M son n x m.

La ecuacion (LYAP) es lineal en M y puede escribirse como sistema de ecuaciones algebraicas en la
forma estdndar Ax = y. Vedmosloparan=3y m = 2:

dilr di12 a3 my1 Mo m Mo b1 b Ci1 C12
do1  dz2 a3 My1 Mo | + | M1 My [ boy b22] = [Ca1 22
ds1 d32  ds3 msz1  Ms32 mz1  M32 CGi1 (32

Haciendo las cuentas y expresando M y C como vectores apilando sus columnas, llegamos a

a1+ b ar aiz b1o 0 0 myy i1
a2 an + b1 a3 0 b2 0 myy Ca1
as1 asy ass + b1z 0 0 b1z mai| _ |G
b1 0 0 a1 + b aro a3 mp| a2

0 bo1 0 a1 az + by a3 Moy C22

0 0 bo1 as1 a32 asz + bz | | M3 C32

es decir AM = C, donde A es la matriz (n- m) x (n- m) de la ecuacién anterior, y M y C son las matrices M
y C convertidas en vectores (n-m) x 1.5

Como A es cuadrada, por el Teorema 3 de la clase del 20 de marzo, esta ecuacion tiene solucion Unica
si la matriz A es invertible, es decir si no tiene ningan autovalor nulo.

Resulta que si a; y [3; son respectivamente los autovalores de Ay B, los autovalores de A son a; + g,
i=1,2,...,n,j=1,2,...,m.

En MATLAB la ecuacion (LYAP) se resuelve con lyap(A,B,-C)

3.8 Formas Cuadraticas

Dada una matriz M € R"*", la funcién escalar x” Mx, donde x € R”, es una forma cuadratica. Sin pérdida
de generalidad se puede tomar M como simétrica, M = M", ya que

x"(Q+QM)x =2x"Qx, paratodo x € R".

Los autovalores de una matriz simétrica son todos reales, ya que para todo autovalor A con autovector v de
M=MT,

1. el escalar v*Mv (donde v* denota la transpuesta conjugada de v) es real (sea v real o no),
(V*Mv)* = v*M*v = v*Mv, vy asi
2. X\ debe ser real dado que

v*Mv = v*Av = A(v*v).

5 A puede escribirse en forma compacta como A = Imxm ® A+ B ® Inxn (®: producto de Kronecker).
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Toda matriz real simétrica M es diagonalizable, es decir, el orden de su mayor bloque de Jordan es 1. Si no
lo fuera, es decir, si existiera un autovector generalizado v de orden mayor que 1 asociado a algun autovalor
repetido A, tendria que verificarse que
(M —M)kv =0, paraalgink > 1,y (3.9)
(M — M)k=ty £ 0. (3.10)
Pero entonces
(M = MY=2)" (A1 = MY =Ly = v* (AT = M*)K"2 (A — M)kt
= v*(Al = M)*2y
= v*(\ — M)*2(AI — M)kv (3.11)
deberia ser nulo por (3.9) y no nulo por (3.10). Una contradiccion que prueba que M = M’ no puede tener
bloques de Jordan de orden mayor que 1, y por lo tanto debe ser similar a una matriz diagonal: existe una

matriz @ € R™" no singular tal que M = QDQ~!, donde D € R™*" es diagonal.
Notar que como M es simétrica'y D diagonal,

M — QDQ_l — (QDQ_l)T — (Q_l)TDQT ,

que implica que Q7 = Q! y QQT = /. Toda matriz no singular Q con esta propiedad se llama ortogonal, y
sus columnas son vectores ortonormales.

Teorema 3.6. Para toda matriz real simétrica M existe una matriz ortogonal Q tal que
M=QDQ" o D=Q"MQ,
donde D es una matriz diagonal con los autovalores de M, que son todos reales, en la diagonal.

Una desigualdad importante para una matriz simétrica M es la desigualdad de Rayleigh-Ritz, que dice
gue para cualquier x € R”

AminX " X < x" Mx < AmaxX | X,

donde Anin ¥ Amax SON respectivamente el menor y mayor autovalor de M.

3.8.1 Matrices definidas y semi-definidas positiv as

Una matriz simétrica M se dice definida positiva, que denotamos M > 0, si x’ Mx > 0 para todo vector
x € R" no nulo. Es semi-definida positiva, que denotamos M > 0, si x” Mx > 0 para todo vector x € R" no
nulo.

Si M es definida positiva, entonces x” Mx = 0 sii x = 0. Si M es semi-definida positiva, entonces existe
algin x no nulo tal que x” Mx = 0.

Existen pruebas para determinar si una matriz es definida o semi-definida positiva basados en las pro-
piedades del signo de los determinantes de diversas submatrices. Uno de ellos se basa en los menores
principales.

Sea una matriz simétrica M € R"*” con entradas {m;;}. Entonces dados los enteros p = 1,..., ny
{iL, o, ..., ip},conl <i <ipp <--- <, < n, definimos los menores principales de la matriz M como
Miiy Migy, =0 Mg,
M(iy, ip, -, ip) = det | T2 M 0m M,
mi, . Miyjy, -+ M,
Los escalares M(1,2,..., pLp=12,..., n, que son simplemente los determinantes de las submatrices de

la esquina superior izquierda de M,

M(1) = my1, M(1,2) = det [ mit m2],

21 M22
mi1 mi m13]

M(l, 2, 3) = det [m21 may mp3

m31 mz2 ms3

son los primeros menores principales de M.
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Teorema 3.7. Una matriz simétrica M es definida positiva (semi-definida positiva) sii cualquiera de las si-
guientes condiciones se satisface:

1. Cada uno de sus autovalores es positivo (no negativo).
2. Todos sus primeros menores principales son positivos (todos su menores principales son no negativos).

3. Existe una matriz no singular N € R"*" (una matriz singular N € R"*", o una matriz N € R™*", con
m < n)talque M = NTN.

Una matriz simétrica M es definida negativa (semi-definida negativa ) si —M es definida positiva (semi-
definida positiva).

Ejemplo 3.10. La matriz simétrica
M = miy  Mi2
miz Moo
es definida positiva si y s6lo si my; > 0y myims — m?, > 0. Es semi-definida positiva si y sélo si my; >
0, My >0,y miimoy — m2, > 0.

3.9 La Descomposicion en Valores Singulares (SVD)

Consideremos una matriz A € R™*"y definamos M = AT A. Claramente M es nx n, simétrica, y semi-definida
positiva. Sus autovalores \; son no negativos. Como

det(Mm — AAT) = X" det(M, — AT A)

las matrices cuadradas AT Ay AAT comparten los mismos autovalores positivos y sélo difieren en el nimero
de autovalores nulos.
Supongamos que hay r autovalores positivos de M, y sea p = min(m, n). Entonces podemos ordenar

M2 2XA>0=Xp1 ==X,
Los valores singulares de la matriz A son
ot S \/A_, i=1,..., D.
Por el Teorema 3.7, para M = AT A existe una matriz ortogonal Q tal que
QTATAQ =D =ST5,
donde D es una matriz diagonal con los ¢? en la diagonal. La matriz S es m x n con los ¢; en la diagonal.

Teorema 3.8 (Descomposicion en Valores Singulares). Para toda matriz A € R™*", existen matrices or-
tonormales U € R™*™y V € R"™" tales que

[0y O -~ 0 0 --- 0

0 o - 0 0 -~ 0
UrTaAv =520 0 -+ 0, 0 -+ 0

o 0 - 0 0 --- 0

o 0 --- 0 0 --- 0

L - mXn

dondeo; > 02> - >0, > 0.
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Los vectores en las columnas de U = [u....un] y V = [w....wn] sON los vectores singulares izquierdos y
derechos respectivamente de A.
Es facil verificar comparando las columnas de las ecuaciones AV = USy ATU = VST que

AV,' = 0y

ATy = O'iVi}i: L....p=min(m, n).

La descomposicion en valores singulares (SVD)® revela muchas propiedades de la matriz A. Por ejemplo, si
r es el indice del valor singular positivo mas pequefio, entonces

1. elrangode Aesr,

2. los vectores {v,+1, ..., v,} son una base ortonormal del kernel de A,
3. los vectores {uy, ..., u } son una base ortonormal de la imagen de A,
4. tenemos la representacion

.

-

A= E oiuv; .
i=1

Los valores singulares representan precisamente las longitudes de los semiejes del hiper-elipsoide £ =
{Ax : ||x|]| = 1}. La Figura 3.3 muestra el conjunto E para una matriz A con o; = 0.8,02 = 0.6,03 = 0.4.

Figura 3.3: Hiper-elipsoide £ en R3.

En MATLAB la funcion [U,S,V]=svd(A) calcula los valores y vectores singulares.

3.10 Normas de Matrices

El concepto de norma de vectores se extiende a matrices. Sea A una matriz m x n. La norma de A puede
definirse como

[|Al| = maxM = sup ||Ax]| (3.12)
20 Ix]| =
Esta norma definida desde la norma de los vectores se llama norma inducida. Usando diferentes normas
vectoriales (1, 2, oo, etc.) obtenemos diferentes normas inducidas. En este curso vamos a utilizar la norma
inducida por la norma vectorial euclidea, ||x||2, que es la que se conoce como norma espectral de una matriz.
Otra propiedad importante de la descomposicién en valores singulares de A es que la norma espectral
de A esta dada por su mayor valor singular,

Al = oy .

6Singular Value Decomposition.
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Ejemplo 3.11. Si A; y A» son ndmeros reales, la norma espectral de

a1
A‘[o )\2]

esti dada por (3.12) como

1A= max /O +x)2 + A3

\/x12+x22=1

Para no tener que resolver un problema de optimizacién con restricciones, calculamos ||A|| a través de o
computando los autovalores de A™ A. El polinomio caracteristico de A’ A es

A—2A3 -\
A1 A=A -1
=X = (L+ AT+ X)X+ A3N3.

det(A — ATA) = det [

Las raices de esta cuadrética estan dadas por

LA+ A3 (14 A2+ X3)2 — 4X2N3

A 2

El radical puede escribirse de forma que su positividad es obvia. Eligiendo el signo positivo, y después de un
poco de algebra llegamos a

\/(>\1+>\2)2+1+\/(>\1—>\2)2+1_

All =
Al .

(3.13)

De (3.13) se ve que

S A1+ 2| 4+ A1 — Az
- 2

Al = o1 = max(|Asl. [A2]) -

La propiedad de que o, es mayor que la magnitud mayor de los autovalores de A es general, y mas ain,
para cualquier autovalor no nulo \; de A € R™"

op <N <oy

La norma espectral de una matriz A en MATLAB se calcula con norm(A) .
Algunas propiedades Utiles de la norma espectral de matrices:

IAX]] < [IAllllx]]
IA+ Bl < [IAll + I8l
IABI < [IAllIIBII -

3.11 Resumen

En este capitulo hemos repasado
e Las definiciones bésicas relativas a vectores y matrices, traza, determinante, e inversa.

e Bases y conjuntos ortonormales, independencia lineal, el concepto de norma, y el método de ortonor-
malizacion de Schmidt.

e Los resultados principales para la solucion de ecuaciones lineales algebraicas, y los conceptos de
imagen, rango y kernel de una matriz. En particular, la ecuacién Ax = y
— tiene solucién sii y esta en la imagen de A.
— tiene solucion Unica si ker(A) = {0} (dim ker(A) = 0).
— tiene infinitas soluciones si dim ker(A) > 0.



3. Herramientas de Algebra Lineal 37

e Transformaciones de similitud de matrices, que permiten representar una matriz en diferentes coorde-
nadas,

e Formas diagonales y de Jordan, que muestran la estructura basica de una matriz dada. No toda matriz
puede diagonalizarse, pero siempre se puede obtener la forma de Jordan (diagonal en bloques).

e Funciones polinomiales de matrices y el teorema de Cayley-Hamilton, que dice que toda matriz satis-
face su polinomio caracteristico.

e El polinomio minimo, que es el polinomio de menor orden W(\) tal que W(A) = 0. Es siempre un factor
del polinomio caracteristico de la matriz (coincide con éste si A no tiene autovalores repetidos).

e Que una funcién de una matriz cuadrada, f(A) puede definirse evaluando f(\) en el espectro de A, y
por lo tanto, como una combinacion lineal de {/, A, ..., A~11 (o de {I,A,..., A"=11 donde /i < nes el
orden del polinomio minimo de A).

e Diferenciacioén e integracion de matrices, definida elemento a elemento.

e La ecuacién de Lyapunov AM + MB = C, que es una ecuacion lineal algebraica matricial que tiene
solucién tnica M € R"*"™ sii los autovalores o;; de A € R"*",y B; de B € R™*" son tales que a;+8; # 0,
Vi=1,...,n;j=1,...,m.

o Las formas cuadraticas x” Mx, que son funciones escalares cuadraticas en los elementos del vector x,
donde M puede tomarse como simétrica (o ser reemplada por (M + MT)/2).

e Que las matrices simétricas tienen siempre autovalores reales, y que son siempre diagonalizables.

e Matrices simétricas definidas, y semi-definidas positivas, que son aquellas M para las que x” Mx es
positiva, y no negativa, respectivamente.

e La descomposicion en valores singulares de una matriz A. Los valores singulares son la raiz cuadrada
de los autovalores de AT A.

e La norma espectral de una matriz A, que es la inducida por la norma euclidea de vectores, y es el
maximo valor singular, o; de A.

3.12 Ejercicios

Ejercicio 3.2. Dados los vectores x; =[2 —31]T yx =[111]"
1. Calcular sus normas 1, 2 e co.
2. Encontrar vectores ortonormales que generen el mismo subespacio.

Ejercicio 3.3. Determinar rango y bases de la imagen y el kernel para cada una de las siguientes matrices:

0 10 4 1 -1 1 2 3 4
Ai=1(0 0 O Ab=1(3 2 0 A;=1|0 -1 -2 2
0 0 1 1 1 0 0 0 0 1

Ejercicio 3.4. Dada la ecuacion

2 -1 1
-3 3 [x=10
-1 2 1

¢ Cuantas soluciones tiene? ¢Qué pasasiy =[111]"?
Ejercicio 3.5. Dada la ecuacion

1 2 3 4
0 -1 -2 2|lx=
0 O 0 1

=N W
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1. Encontrar la forma de la solucién general.
2. Encontrar la solucion de minima norma euclidea.
Ejercicio 3.6. Dadas

by = by =

OO ON
OO N -
ON = O
— O O O
== O O
=W N =

encontrar las representaciones de A con respecto a las bases {by, Aby, A2b;, A3b;1} y {bs, Aby, A%by, A3b,}.

Ejercicio 3.7. Representar en forma de Jordan las siguientes matrices

1 4 10 0 1 0 0 4 3
Ai=1(0 2 0 A= |0 0 1 A3 = 1[0 20 16
0 0 3 -2 -4 -3 0 —-25 -20

Ejercicio 3.8. Mostrar que si A es un autovalor de A con autovector v, entonces f(\) es un autovalor de
f(A) con autovector v.

Ejercicio 3.9. Calcular et para las matrices A; y As del Ejercicio 2 de la clase del 22 de marzo.
Ejercicio 3.10. Mostrar que funciones de la misma matriz conmutan: f(A)g(A) = g(A)f(A).

Ejercicio 3.11. Sean todos los autovalores de A distintos, y sea g; un autovector por derecha de A asociado

P1
P2

aX,Aqg =Xg.SeaQ=[na~a]yP L2Q 1= . | , donde p; es lafila /i de P. Mostrar que
p.n
1. p; es un autovector por izquierda de A asociado a \;: piA = \;p;.

2.

1
(sl — A1 = Z T dPi-

Ejercicio 3.12. Encontrar M solucion de la ecuacion de Lyapunov con A= [ %, L], B =3, C =[3]. ¢Existe
solucion unica?

Ejercicio 3.13. ¢Son las siguientes matrices definidas o semi-definidas positivas?

[2 3 2 0 0 -1 a2 aiay aias
Al=13 1 0, A=[0 0 0|, A3=|aas a3 aas
2 0 2 -1 0 2 azay azay a3

Ejercicio 3.14. Calcular los valores singulares de las siguientes matrices

(-1 0 1 -1 2
Al__2 -1 o]' AZ_[Q 4]

Ejercicio 3.15. Calcular la norma espectral de las siguientes matrices

oo 31 _[1-j o
Al_[l o]' AQ_[l 3]' A3_[0 1+j]
Ejercicio 3.16. Dada una constante a > 1, mostrar cémo definir una matriz 2 x 2 A tal que los autovalores

de Aseanlosdos 1/avy ||Al| > a.

Ejercicio 3.17. Si A es invertible probar que ||A~|| > ||A]|72.



Capitulo 4

Solucion de la Ecuacion de Estado y
Realizaciones

4.1 Solucidon de Ecuaciones de Estado Estacionarias

Vimos que los sistemas lineales pueden representarse mediante integrales de convolucién y, si son de di-
mension finita (a parametros concentrados), también mediante ecuaciones de estado.
No existe forma analitica simple de resolver la integral de convolucién

y(t):/t g(t, TYu(T)dT. 4.1)

La forma mas facil es calcularla numéricamente en una computadora digital, para lo cual hay que aproximarla
primero mediante una discretizacion.

Cuando el sistema es de dimension finita, la forma mas eficiente de calcular y(t) es obtener una repre-
sentacion en EE de (4.1) (realizacién) y resolver las ecuaciones

x(£) = A(t)x(t) + B(t)u(t) (4.2)
y(t) = C(t)x(t) + D(t)u(t). (4.3)

Empezamos considerando el caso estacionario (invariante en el tiempo), es decir: A, B, C, D constantes.
Buscamos la solucion x(t) de la ecuacion

x(t) = Ax(t) + Bu(t) (4.4)

para un estado inicial x(0) y entrada u(t), t > 0 dados. Un método de encontrar la solucién en este caso,
como es simple, es “probar” una solucion candidata y ver si satisface la ecuacién. Para el sistema escalar

x(t) = ax(t)

sabemos que la solucién tiene la forma x(t) = etx(0), asi que probamos suponiendo que x(t) en (4.4) va a
involucrar a la exponencial matricial eAt.
Multiplicando ambos lados de la ecuacion (4.4) (en T) por e~A" obtenemos

e x(T) — e A Ax(T) = e " Bu(T)
d
& o (e7*"x(1)) = e Bu(T).
La integracion de esta Ultima ecuacion entre 0 y t da

t
e‘ATx('r)|::0:/0 e " Bu(T)dT,
es decir,

_AtX _ OX — ‘ —AT g
e~Atx(t) — e°x(0) /Oe Bu(r)dr

39
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Como lainversa de e~ es eAty e° = /, como vimos en clases anteriores, finalmente arribamos a la solucion
de (4.4)

x(t) = ex(0) + /t A" Bu(T)drT. (4.5)
0

La ecuacidn (4.5) es la solucion general de la ecuacién de estado (4.4). Suele referirse como la formula
de variacién de los parametros.
La substitucion de (4.5) en la ecuacién de salida (4.3) expresa y(t) como

y(t) = Ce**x(0) + C / t A=) Bu(t)dT + Du(t), (4.6)
0

gue evidencia la superposicién de la respuesta a entrada nula y la respuesta a condiciones iniciales nulas.
La solucién de la ecuacion de estado también puede calcularse en el dominio frecuencial haciendo la
transformada de Laplace de (4.2) y (4.3)! y resolviendo las ecuaciones algebraicas obtenidas:

2(s) = (s/ — A1 [x(0) + Bi(s)]
9(s) = C(sl = AL [x(0) + Bii(s)] + Da(s).

Las formulas (4.5) o (4.6) requieren la exponencial matricial et. Como vimos, esta puede calcularse en
mas de una forma, entre otras,

1. Usando el Teorema 1 de la clase del 27 de marzo, evaluando f(A\) = e** en el espectro de A, y
calculando los coeficientes del polinomio matricial h(X).

2. Encontrando la forma de Jordan de A = QJQ™1, usando la féormula explicita de e’ (también vista el 27
de marzo), y después haciendo e*? = Qe’tQ'.

3. Como L[e”t] = (s/ — A)~!, calculando la inversa de (s/ — A) y antitransformando.

Ejemplo 4.1. Consideremos la ecuacion
) 0 -1 0
x(t) = [1 _2] x(t) + [1] u(t)
Su solucién esta dada por la ecuacion (4.5). Calculamos eAt por el método 3; la inversa de s/ — A es

s 1]t 1 [s42 -1

-1 s+2] _(5+1)2[ 1 s]

(s +2)/(s+1)? —1/(5+1)2]
1/(s+1)2 s/(s+1)2

(sl — A1 =

La matriz et es la antitransformada Laplace de (s/ — A)~!, que obtenemos expandiendo en fracciones
simples y usando una tabla de transformada Laplace (0 en MATLAB con el symbolic toolbox con la funcion
ilaplace ).

2 - _ _
-1 ((55:1))2 (s-#—i)2 — (1 t)e ‘ te™
Y == te~t (1-t)et|"
(s+1)*  (s+1)?

Finalmente, usando la férmula de variaciéon de los parametros (4.5)

x(t) = [(1 + t)e~tx (0) — te_txz(O)] N [ - fot(t — e Du(r)dr
T teTxa(0) + (1 - e x(0)] T | [l — (t —T)]e~tDu(r)dT]

1Clase del 8 de marzo.
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4.1.1 Compor tamiento asintético de la respuesta a entrada nula

De la forma de e’t donde J esta en forma de Jordan podemos deducir el comportamiento asintético de la
respuesta del sistema a condiciones iniciales. Consideremos un sistema cuya matriz J = Q*AQ es

A

=

1
A

ey

0
1
A

cooo
[

oXocoo

cooo

0
0 O
0 O

>

2

La respuesta a entrada nula de x(t) = Ax(t) + Bu(t) es x(t) = e*tx(0), donde ya conocemos la expresion
en forma cerrada para et

et teMt 2eMt/2 0

0 eMt  teMt 0 0
efMt=qQ| 0 0 eht 0 0 |Q%

0 0 0 eMt 0

0 0 0 0 eMt

Vemos que cada elemento de e”* serd una combinacion lineal de los términos {e*f, teM?, t2eMt, e*2t}, que
surgen de los autovalores de Ay sus multiplicidades.
Podemos asi deducir que

e Sitodos los autovalores de A, repetidos o no, tienen parte real negativa, ||e*f|| — 0 cuando t — oo; la
respuesta de extingue.

¢ Si algin autovalor de A tiene parte real positiva, ||e*t|| — oo cuando t — oo; la respuesta crece en
forma ilimitada.

e Sininguin autovalor de A tiene parte real positiva, y los autovalores con parte real cero son de multipli-
cidad 1, ||e*f|| < a cuando t — oo para alguna cota a € R; la respuesta permanece acotada.

e Si A tiene autovalores con parte real cero de multiplicidad 2 o mayor, ||e“f|| — oo cuando t — oo; la
respuesta crece en forma ilimitada.

Estas conclusiones son validas en general para la respuesta de un sistema x(t) = Ax(t).

Ejemplo 4.2 (Oscilador arménico). Para el oscilador arménico, donde

0 1
A= 15
obtenemos
1-1
_ -1 _ S -1 _ 1 S 1
(s/=A)" = [1 s|  s24+1 [—1 s]
de donde

At cost sent]
et = .
—sent cost|

La respuesta a entrada nula x(t) = e*tx(0) seréa oscilatoria.
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4.1.2 Discretizacion

Una aplicacién directa de la férmula de variacion de los pardmetros es la discretizaciéon de sistemas para
simulacion o disefio de controladores digitales.

|
T |
|
ulk] | u(t) _ y(t) A I y[k]
o— + = D/A ;2?5155 > _:_ >0
|
| AD :
|

Consideremos el sistema en tiempo continuo G dado por sus EE
x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t)
y(t) = C(t)x(t) + D(t)u(t) .

Pretendemos obtener un modelo discreto en EE G, asumiendo un bloqueador de orden cero a la entrada y
un muestreador a la salida.

Discretizacion simple pero inexacta

Hagamos primero un enfoque intuitivo. La forma mas simple de obtener un modelo discreto de este sistema
para un muestreo regular con periodo T es usando la aproximacion

x(t+T)— x(t)

x(t) ~ -

para obtener x(t+T) = x(t)+Ax(t)T+Bu(t)T. Siso6lo nos interesa la evolucién del sistema en los instantes
t=kT,k=0,1,2..., llegamos al modelo
x[k + 1] = (I + AT)x[k] + BT u[k]. 4.7)

El modelo discreto (4.7) es simple de obtener, pero inexacto inclusive en los instantes de muestreo.

Discretizacion exacta

Un modelo discreto exacto del sistema continuo puede obtenerse usando la formula de variacion de los
parametros que da la solucién general de la EE.

La salida del bloqueador de orden cero (D/A) se mantiene constante durante cada periodo de muestreo
T hasta la proxima muestra,

u(t) = u(kT) 2 ulk] parat: kT <t< (k+1)T.
Para esta entrada seccionalmente constante, evaluamos el estado del sistema continuo en el instante de
muestreo t = (k + 1)T,

(k+1)T
x[k + 1] £ x((k + 1)T) = DT x(0) + / eAEDT=7) By(T)dT
0
kT (k+1)T
=l (eAka(O) +/ eA("T_T)Bu('r)d'r> +/ A+ DT=7) By[k]dT
0 kT

X[kl

= e*Tx[k] + (/OT eA"da) Bulk],
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donde en la Gltima linea usamos o = (k + 1)T — 7.
Asi llegamos al modelo discreto

x[k + 1] = Aax[k] + Bqulk]

4.8
yIK] = Cox[k] + DyulK], (48)
donde
.
Ag 2T, By é/ eATdTB
0
Cs2 ¢, Dy 2 D.

El modelo (4.8) da el valor exacto de las variables en t = kT.
Usando la igualdad AfOT eA7dt = AT — |, si A es no singular podemos computar B, con la férmula

By =A"1(As—1)B.
Un método mejor, que vale para toda A, surje del siguiente resultado

Teorema 4.1 (Van Loan (1978)). Sean dados los enteros positivos ny, n, tales que n; + n, = n. Si definimos
la matriz triangular n x n

=[5 &
donde A; € R™*™m A, € R™*™ y B; € R™*™ entonces parat > 0
Fi(t) = et
et = {Flét) ,G__Zlgg] , donde { Fy(t) = et

Gi(t) = fot e’ By et g,

Aplicando el teorema para C = [4 £] obtenemos Ay = F1(T) y By = G1(T).
La funcion MATLAB [Ad,Bd] = c2d(A,B,T) calcula Ay y By de estas expresiones.

4.2 Ecuaciones de Estado Equiv alentes

La descripcién en EE para un sistema dado no es Unica. Dada una representacion en EE, un simple cambio
de coordenadas nos lleva a una representacion en EE distinta equivalente del mismo sistema.

Ejemplo 4.3. Sea el circuito RLC de la figura, donde R = 1Q, L = 1Hy C = 1F. Como salida tomamos la
tension en el capacitor.
Si elegimos como variables de estado la tensién
en la resistencia y la tension en el capacitor, obte- + X -
nemos la descripcion en EE

H [[; 111[]2[;] ol & o) X2 3_7_

Si en cambio elegimos las corrientes de lazo x; y X
obtenemos

x] o -1] [x L[t
% T (1 =1 |%| T |o]Y
_ 1 x
y=[1 —1] M .
Las dos descripciones en EE valen para el mismo circuito. De hecho puede verificarse que

[Xl] = [1 O] [):(1] esdecir x=Px o Xx=P lx
X2 1 -1 X2

La matriz P (no singular) representa un cambio de coordenadas o transformacion de equivalencia.
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Definicion 4.1 (Transf ormacion de Equiv alencia). Sea P € R™" una matriz no singular, y sea x = P~ 1x.
Entonces la EE

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t).

donde A = PAP~! B = PB,C = CP~', D = D, se dice (algebraicamente) equivalente a la EE en x con las
matrices A, B, C, D, y x = Px es una transformacion de equivalencia.

Por lo visto en el repaso de Algebra Lineal, las matrices A y A son similares y comparten los mismos
autovalores con la misma estructura de autovectores.?
La funcién MATLAB [Ab,Bb,Cb,Db] = ss2ss(A,B,C,D,P) realiza transformaciones de equivalencia.

4.2.1 Equivalencia a estado cero

Dos descripciones estacionarias en EE son equivalentes a estado cero si tienen la misma matriz transferen-
cia,

C(sl—A)'B+D=C(sl—A)*B+D. (4.9)
Usando la expansién en series®

I A A

(5/—A)‘1:§+ =+

s2 3

vélida para todo s que no sea un autovalor de A, podemos escribir (4.9) como
D+CBs '+ CABs?+---=D+CBs "+ CABs ™ +---
Teorema 4.2 (Equiv alencia a Estado Cero). Dos EE lineales y estacionarias {A, B,C,D} y {A,B,C, D}

son equivalentes a estado cero sii D = Dy CA"B = CA™B,param=0,1,2,3, ...

4.2.2 Parametros de Markov

La matriz D representa la ganancia estatica directa del sistema. Cuando D = 0, la matriz transferencia se
reduce a G(s) = C(s/ — A)™1B, que no es otra cosa que la transformada Laplace de la respuesta al impulso

G(t) = Ce**B.

Los coeficientes

CB = G(0)
CAB = G'(0)
CA%’B = G"(0)

son las derivadas de la respuesta al impulso en el origen, y se llaman parametros de Markov.
En otras palabras, dos sistemas en EE son equivalentes a estado cero

& sus respuestas al impulso son idénticas .
& sus ganancias estaticas y sus parametros de Markov son idénticos.

Es claro que equivalencia algebraica implica equivalencia a estado cero. Pero que dos sistemas tengan
la misma matriz transferencia no implica que tengan la misma descripcion en EE.

2Dado que la forma de Jordan es (nica, salvo reordenamientos de filas y columnas.
3Surge de evaluar matricialmente la funcion f(A) = (1 — A/s)™! =14+ /s + A2/s2 + A3/s3 + ...,
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Ejemplo 4.4 (Equiv alencia algebraica 7. equivalencia a estado cero). Los sistemas
. 0 1 0 .
x(t) = [O _1] x(t) + H u(t) x(t) = u(t)

y(t)=[1 1]x(t) y(t) = x(1).

son equivalentes a estado cero, ya que para ambos D =0y CB = 1, CA™B = 0 paratodo m > 1, y por
ende, tienen la misma funcion transferencia, G(s) = 1/s. No son, sin embargo, algebraicamente equivalentes
(tienen distinta dimension).

4.3 Formas Canonicas

Existen formas particulares de las EE que presentan caracteristicas Utiles. Estas formas se llaman canonicas
y discutimos tres:

e Forma canénica modal,
e Forma candnica controlable,

e Forma canoénica del controlador.

4.3.1 Forma candnica modal

La forma candnica modal es aquella en la que la matriz A del sistema esta en forma de Jordan. Como ya
vimos, la matriz de cambio de base Q se forma apilando los autovectores y autovectores generalizados del
sistema.
Una salvedad: cuando hay autovalores complejos A1 » = 0 £ jw, 0, w € R — naturalmente conjugados ya
qgue A es real — con autovectores
vip =r£ju, r,u € R,
o w

en vez de apilar v1 Y v» en Q hay que usar r y u para obtener la forma de Jordan real con el bloque [ £, 5].
Ejemplo 4.5. La matriz

0 0o 2
A=1|-2 2 2
0o -1 2

tiene autovalores \; = 1+, Ao =1 —J, y A3 = 2, respectivamente con autovectores

1 1 1 1 1

Vi = 1—_/1, Vo = ].+_]1, V3 = 0
i 0

1

!

1

La matriz de cambio de base @

I
La——
i

Ll

1

Ql'+xAxQ = 1

O = =
N OO

0

4.3.2 Forma canobnica contr olable

Presentamos esta forma candnica para el caso de una sola entrada de control, es decir B € R". Esta forma

candnica se obtiene seleccionando como matriz de cambio de base C = [B, AB, . . ., A"=1B], que lleva a la
matriz A a una forma companion,
00 ... 0 -—ap 1
1 0 ... O —Qlp—1 0
0 (4.10)

C—IACZ o1 ... 0 —Qp—2 , C_lBZ

00 ... 1 -0y
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Obviamente se requiere que la matriz C sea no singular (lo que veremos sucede si el sistema es controlable).
Esta forma candnica tiene una relacion uno a uno con el polinomio caracteristico de A, det(A — A) =
AT+ oA+ A a1t A+ a.
En MATLAB la funcién [Ac,Bc,Cc,Dc] = canon(A,B,C,D,’modal’) genera la forma candnica mo-
dal y canon(A,B,C,D,’companion’) la forma candnica controlable.

4.3.3 Forma canénica del contr olador

Una forma canodnica similar a la controlable (4.10), pero mas conveniente para disefio de control, es la del
controlador. Esta esta dada por (caso SISO)

0 1 0 e 0 0

0 0 1 e 0 0

QTAQ= | ! Lot QTB=
0 0 0 e 1 0

-, —Qp_1 —Op_o> ... —01 1

La matriz de cambio de base es Q = CR, donde C = [B, AB, ..., A1Bly

(a1 Qp—> ... a» a; 1
Qp—2 Qp—3 ... a1 1 O

R = :
Qo (6%} . 0 0 0
(o7 1 ... 0 0 0
[ 1 0 ... 0 0 0]

La derivacion del caso multientrada es complicada; ver Rugh (1995, § 13).

Ejemplo 4.6. Consideremos un sistema cuyas matrices Ay B son
1 2 3 0
A=10 2 1}, B=|1
1 0 3 1

Calculamos la matriz C = [B, AB, A%2B] con la funcién MATLAB ctrb(A,B) ,y R con el polinomio caracteris-
tico de A, poly(A) ,A(X) = A3 —6X2+8X—2

0 5 20 8§ -6 1
cC=11 3 9/, R=1]-6 1 0
1 3 14 1 0 O

de donde obtenemos

0 1 0 0
(CR)'A(CR)=|0 0 1], (CR)™'B= |0
2 -8 6 1

4.4 Realizaciones

Como vimos, todo sistema lineal estacionario (invariante en el tiempo) puede describirse por una represen-
tacion entrada-salida con matriz transferencia

9(s) = G(s)a(s),
y si el sistema es de dimensién finita, también por una representacién interna en EE

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t).
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Cuando tenemos las EE, {A, B, C, D}, la matriz transferencia puede calcularse en forma tnica como G(s) =
C(sl —A)™1B+D.

El problema inverso, de obtener las EE {A, B, C, D} de G(s), se llama problema de realizacion.

Diremos que una matriz transferencia G(s) es realizable si existe una EE con {A, B, C, D} tales que
G(s) = C(sl — A)"'B + D, y el cuadruplo {A, B, C, D} se dice una realizacion de G(s).

Como sabemos, si existe una realizacion, existen infinitas, no necesariamente de la misma dimension.

Una funcion transferencia racional (cociente de polinomios) es propia si el grado del polinomio numerador
no supera al grado del polinomio denominador, estrictamente propia si el grado del numerador es menor que
el del denominador.

Una matriz transferencia es (estrictamente) propia si todos sus elementos son funciones racionales (es-
trictamente) propias.

Teorema 4.3 (Realizabilidad). Una matriz transferencia G(s) es realizable < G(s) es una matriz racional y
propia.

Demostracién. (=) Si G(s) es realizable, entonces existen matrices {A, B, C, D} tales que
G(s)=C(sI—A)B+D

1
= — (sl —A)B+ D
det(s/ — A) Cadi(s B+
Si A es n x n, det(s/ — A) es un polinomio de orden n. Como cada elemento de adj(s/ — A) es el
determinante de una submatriz (n — 1) x (n — 1), Cadj(s/ — A)B es una matriz de polinomios de a lo
sumo grado n—1. Asi (s/ — A)~1 B es racional y estrictamente propia, y si D # 0, G(s) racional y propia.

(<) Sique G(s) es una matriz racional propia g x p descomponemos G(s) = G(o0) + Ge,(s), donde Ge,(s)
es la parte estrictamente propia de G(s).

Definimos d(s) = s" +a15" 1 +---+a,_15+a, como el polinomio ménico minimo comdn denominador
de los elementos de G.,(s). Entonces podemos expresar

A 1
Gep(s) = N [ler—l + N25r_2 +-- Nr—ls + Nr] ’
d(s)
donde las N; son matrices constantes g x p. Entonces no es dificil probar que el conjunto de EE en
forma candnica del controlador

0 Ip 0 0 0
0 0 Ip 0 0
x(t) = : : : : x(&)+ | ¢ | u(t)
0 0 0 Ip 0
—ar/p —a,_llp —a,_zlp —allp /p
y=[N N_i N_o ... N]x(t)+ G(oo)u(t)

es una realizacién de G(s), finalizando la demostracion.
O

Como vimos, una matriz transferencia G(s) es realizable sii G(s) es racional y propia. Vimos también (en
la prueba del teorema) una forma de obtener las matrices A, B, C de la realizacion (D es G(o0)). En el caso
SISO esta forma es particularmente simple y se reduce a la forma candnica del controlador

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
x(t) = : : : ol x(e) | u(e) (4.11)
0 0 0 1 0
—Qp —Qp_1 —Qp_2 - —O 1
}/(t) = [ n Bn—1 Ba—2 --- Bl] X(t) (4.12)

para una funcién transferencia G(s) dada por

B1s" ™t +B25" + -+ B

G(s) = )
(s) s"+a1s" L+ aos" 2+ -+,
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En el caso SIMO (una entrada y varias salidas) la forma es también simple; la Unica modificacion en la
ecuacion (4.11) es en la ecuacion de salida

Bin -+ Pz P2 Pu
Bon -+ Poz P Por

y(t) = x(t) (4.13)

ﬁpn e ﬁp3 ﬁpQ Bpl
para y € RP,y la matriz transferencia es

B115™ 1 4+ B12s" 2 + -+ + Bin
B215""t + Bo2s" 2 4 -+ + By

ﬁplsn_1 +ﬁp25n_2 + e +ﬁP”
ST+ oS Faps"2 4 -+
La realizacion SISO (4.11)-(4.12), o la SIMO (4.11)-(4.13), pueden escribirse directamente por inspeccién

de la matriz transferencia G(s).
El caso MIMO puede encararse como la superposicion de varios SIMOs,

G(s) =

71(s) Gii(s) Gia(s) -+ Gum(s)] [du(s)
VQ(S) B G21(5) GQQ(S) sz(S) ﬁQ(S)
f’pts) Gpll(s) Gpgl(s) e Gpn;(s) LA’m.(S)
i1(s)
R . A i>(s)

=[Gei(s) Gea(s) -+ Gem(s)] :
m(5)

= Ge1(8)th(S) + Gea(8)ba(8) + -+ + Gem(S) im

i
O—> GCl
1
O—» Gc2 y
U
O—» GCm
Si A, Bi, C;, D; es la realizacion de la columna G¢i(s), i =1, ..., m, de G(s) entonces una realizacién de
la superposicién es
Xl Al 0 L 0 X1 B]_ 0 e 0 1 u
XQ 0 A2 L 0 X2 0 BQ e 0 7]
= B . . .
Xn 0 0 - An| [Xm 0 0 - Bnl |Un
X1 _U1
X2 us
y=[G G Cr] +[D:1 D> D]
Xm | Um
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De forma similar, la realizacion de un sistema MIMO también se puede encarar, mutatis mutandis, como
la superposicién de varios sistemas MISOs subdividiendo la matriz transferencia por filas.

Ejemplo 4.7. Consideramos la matriz transferencia

. 4s—10 3
co-| B =)
L (2s+1)(s+2)  (s+2)?
_P o, =a =
- 0 0 1 s+1
L (2s+1)(s+2) (s+2)?
—6(s+2) 3(s+2)
- |2 O]+ R[S (4.14)
0 0 2435+l (s+2)?

Realizamos la parte estrictamente propia de (4.14) por columnas.

[[_6(5+2)w B} X = [_01 _1%] X+ m t

1/2
s2+%s+1 —-12 -6
yei =1 o 1 |X
2

|:|:3(s+2):|:| - Xy = [_04 _12] X2 + m u>

(s+1)
; _[6 3
yc1 = 1 1

s242s+4 X
Finalmente superponemos las realizaciones de las columnas de G(s) para obtener su realizacién completa.

0 1 0 0 00
[xl]_ -1 -2 0 0 [x1]+ 10 [ul]
X2 0 0 0 1 Xo 0 O [w
0 0 —4 -2 0 1 (4.15)

4.4.1 Realizacibn Minima

Notamos que estos métodos de obtener una realizacion de una matriz transferencia (por columnas, por filas,
etc.) dan en general realizaciones de distintos 6rdenes.

Para toda matriz transferencia realizable existen siempre realizaciones de orden minimo, llamadas reali-
zaciones minimas. Estas son entre si no sélo equivalentes a estado cero, sino algebraicamente equivalentes.

Las realizaciones minimas estan intrinsecamente relacionadas con las propiedades de controlabilidad y
observabilidad del sistema que estudiaremos en § 6.

La funcién MaTLAB [AM,Bm,Cm,Dm] = minreal(A,B,C,D) lleva unarealizacion dada {A, B, C, D} de
G(s) a una realizaciéon minima.

4.4.2 Sistemas Discretos

Todo lo visto relativo a realizaciones en este capitulo se aplica sin modificaciones a sistemas de tiempo
discreto.

4.5 Solucidon de Ecuaciones de Estado Inestacionarias

Consideremos el sistema inestacionario descripto por las EE

x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t)

y(£) = C(t)x(t) + D(t)u(t), (4.16)



4. Solucion de la Ecuacion de Estado y Realizaciones 50

para el que asumimos solucién Unica para cada condicién inicial x(t;) y cada entrada de control u(t).
Antes de ir al caso mas general tratamos el sistema homogéneo

x(t) = A(t)x(t) (4.17)

y mostramos por qué el método aplicado en el caso estacionario no sirve.
Una condicién suficiente para existencia y unicidad de solucion de (4.17) es que A(t) sea una funcién
continua de t.

Para cada par (to, x(tp)) la ecuacion lineal (4.17) con A(t) continua tiene una solucién Unica y continuamente
diferenciable.

En el caso estacionario x(t) = Ax(t) extendimos la solucién de la ecuacion escalar x(t) = ax(t) para
mostrar que la solucion es x(t) = e**x(0) usando la propiedad de conmutatividad de A con e** en

9 ght — peht = ghtp,
dt

Ahora, para el caso inestacionario sabemos que la solucién de la ecuacién escalar inestacionaria x(t) =
a(t)x(t) con condicion inicial x(0) es

x(t) = el 2M47x(0), (4.18)
y ademas tenemos la propiedad

%efot a(t)dr — a( t)efﬂt a(t)dr — efor a(‘r)d‘ra(t).

Veamos si funciona extender directamente (4.18) en forma matricial.
Escribimos (4.18) en forma matricial como

x(t) = eh AM9T%(0),

. - t
donde la exponencial matricial e/o 497 puede expresarse como

. t 1 t 2
elo AlT)dT =/+/ A(T)dT + 5 (/ A(T)d’r) + -
0 0

La extension de la solucion escalar al caso matricial no es valida en el caso inestacionario pues
d JSA(TYdT 1 ! 1 !
—elo = A(t) + ZA(t) A(T)dT | + = A(T)dT | A(t) +---
dt 2 0 2 \Jp
# A(t)efotA(T)dT’
dado que para distintos tiempos t y T las matrices A(t) y A(7) son distintas y por ende en general no
conmutan, A(t)A(T) # A(T)A(t).

En general, x(t) = efotA(T)de(O) no es una solucion de x(t) = A(t)x(t) y debemos usar otro método
para derivarla.

45.1 Matriz Fundamental
Consideremos
x(t) = A(t)x(t), (4.19)

donde A(t) € R™" es una funcién continua de t. Entonces para cada condicion inicial x(tp) existe una Unica
solucion x(t).

Supongamos que tomamos un conjunto de n condiciones iniciales x(t;) = v € R", i =1,2,..., n, que
daran n soluciones x(t; v;).* Apilamos estas n soluciones en una matriz n x n

X(t) = [x(t;v1) x(t;w) -+ x(t;v,))] € R™" paracada t.

4La notacién x(t; v) representa la solucién de (4.19) con condicion inicial x(tg) = v.
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Dado que cada x(t; v;) es una solucién de (4.19), la matriz X(t) satisface
X(t) = A(t)X(t) con condicion inicial X (tp). (4.20)

Si X(tp) es no singular (es decir, las n condiciones iniciales x;(ty) son LI), entonces X(t) se dice una matriz
fundamental del sistema (4.19).

Ejemplo 4.8. Consideremos la ecuacion homogénea

x(t) = [‘g 8] x(t). (4.21)

La solucion de la primer componente x;(t) = 0 es x;(t) = x;(0); la solucion de la segunda componente
%(t) = ta(t) es x(t) = [y Txa(T)dT + x2(0) = t2/2x1(0) + x2(0).
Para condiciones iniciales x(0) = vs = [}] y x(0) = v» = [}] tenemos respectivamente las soluciones

x(t;vl):[tQI/Q] y x(t;vz):[t2/21+2].

Como los estados iniciales v; y v, son linealmente independientes,

X = [t21/2 t2/21+ 2]

es una matriz fundamental de (4.21).

Obviamente, como las columnas de X(ty) se pueden elegir LI de muchas formas, la matriz fundamental
X(t) no es Unica.

Una propiedad muy importante de una matriz fundamental X(t) es la siguiente.
‘ Una matriz fundamental X(t) es no singular para todo t.

Demostracion. Si X(t) fuera singular para algun t; # tp, entonces existiria un vector no nulo z tal que
X(l’l)Z =0.
Por linealidad del sistema, la funcién ¢(t) £ X(t)z es una solucién que cumple ¢(t) = 0 paratodo t > t;.
Como las soluciones son Unicas, ¢((t) = 0 para todo t (la solucién nula es Unica), y en particular para
t = t1, es decir 0 = {(tp) = X(to)z. Llegamos a una contradiccién, pues X(t;) fue asumida no singular en
to. O

Como una matriz fundamental X(t) es no singular para todo t, su inversa esta bien definida y podemos
hacer la siguiente definicién crucial para la solucion de EE inestacionarias.

Definicion 4.2 (Matriz de Transicion de Estado). Sea X(t) cualquier matriz fundamental de x(t) = A(t)x(t).
Entonces la matriz

o(t. to) £ X(£)X*(to)
se llama matriz de transicion de estados de x(t) = A(t)x(t).

En el caso estacionario (A(t) = A constante), una matriz fundamental es directamente X (t) = e*(t=%) X(t,),
y asi la matriz de transicion resulta

d(t, to) = X(H)XL(tp) = eAt=%).

Ejemplo 4.9. Para el sistema (4.21) en el ejemplo anterior obtenemos X~1(t) = [ti/é;:l _11/22] y asi

1 1 t3/4+1 —1/2

- [(t2 —1t§)/2 (1)] '

Como hemos visto, el método usado en el caso estacionario no podia aplicarse para derivar la solucion
general de EE inestacionarias (esencialmente porque A(t) no conmuta con ftz A(T)dT).
Hemos también definido
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e la matriz fundamental X(t), formada apilando n soluciones LI del sistema [x;(t), x2(t), ..., x(t)], Y

e la matriz de transicion de estados ®(t, ty) = X(t)X~1(t;). En el caso estacionario la matriz de transi-
cién es simplemente eA(t=1),

En los ejercicios propuestos se pide probar que ®(t, tp) es la Unica solucién de la ecuacion matricial

2ot 1) = AL 1), Ot 10) = 1, @.22)

y que satisface las siguientes propiedades:

ot 1) =1 (4.23)
®~H(t, to) = ®(to, t) (4.24)
®(t, to) = P(t, t1)P(t1, to). (4.25)

En esta clase utilizamos estas propiedades de (¢, t;) para mostrar que las solucion de

x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t)

y(£) = C(t)x(t) + D(t)u(t), (4.26)
con condiciones iniciales x(ty) = xo y entrada u(t) esta dada por
x(t) = d(t, to)xo + /t(D(t,'T)B('T)u(T)dT. (4.27)

Demostracion de (4.26). Tenemos que mostrar que la solucion x(t) en (4.27) satisface las condiciones ini-
ciales y la ecuacion diferencial de EE en (4.26). Evaluando (4.27) en t = t, y usando la propiedad (4.23)
vemos que

x(tp) = ®(tg, to)xo + /tto &(ty, T)B(T)u(T)dT

=Ix+0=Xxp.

Usando (4.22) y la regla de Leibniz,> obtenemos
d 0 o [t
Sx(t) = o (t to)o + - /t (t, 7)B(r)u(r)dr
t
= A(t)P(t, to)xo —l—/ %Cb(t, T)B(T)u(T)dT + O(t, t) B(t)u(t)
to

= A(t)P(t, to)xo + /tA(t)CD(t, T)B(T)u(T)dT + ®(t, t)B(t)u(t)

to

= A(t)x(t) + B(t)u(t).

O
La respuesta de la salida en (4.26) esta dada por
y(t) = C(t)P(t, to)xo + C(t) /ttcb(t, T)B(T)u(T)dT + D(t)u(t).
0

La respuesta a entrada nula es

y(t) = C(£)d(t, to)xo,
y la respuesta a condiciones iniciales nulas se puede escribir como

y(t) = /tt (C(t)P(t, 7)B(T) + D(t)o(t — 7)) u(T)dT, (4.28)

0

SClase del 27 de marzo & [ A(t, 7)dT = A(t, T)g(t) — A(t, T)F(t) + [ SA(t, T)dT.



4. Solucion de la Ecuacion de Estado y Realizaciones 53

que corresponde con la representacion entrada-salida vista

y(t) = /t G(t, T)u(T)dT. (4.29)

to

Comparando (4.28) y (4.29) concluimos que la respuesta del sistema (4.26) a un impulso aplicado en el
instante 7 esta dada por

G(t, ) = C(t)®(t, T)B(T) + D(t)5(t — T)
= C(O)X()X HT)B(T) + D(1)5(t — 7). (4.30)

La solucion general de la EE en sistemas inestacionarios requiere la solucién de la ecuacion
x(t) = A(t)x(t),

para obtener X(t), o la solucién de la ecuacion
o]
ad)(t, to) = A()P(t, to)

para obtener ®(t, ty). Salvo para casos especiales, estas ecuaciones son dificiles de resolver.
Sin embargo, estos casos especiales pueden ser Utiles: es decir, si

1. La matriz A(t) es triangular; como por ejemplo en

xi(t)| _ [au(t) 0 x(t)

).(2(t) agl(t) azg(t) Xz(t) '
En este caso podemos resolver la ecuacion escalar x;(t) = a11(t)x (t) y substituir la solucién en la
ecuacion de xy,

Xz(t) = agl(t)Xl(t) + 322(t)X2(t).

2. La matriz A(t) posee la propiedad conmutativa

A(t) (/t: A(T)dT) = (/t: A(‘r)d‘r) A(t)

para todo t y t; (como es el caso de A(t) diagonal o constante). Entonces puede probarse que la
solucion esta dada por

. o0 t k
(L, to) = el AT = Z% (/ A(T)dT) .
1\ /s,

k=0

4.5.2 Caso Discreto
La solucion de las EEs inestacionarias en tiempo discreto

x[k + 1] = A[k]x[k] + Blk]ulk]

y[k] = C[k]x[k] + D[k]ulk] (4.31)

es mucho mas simple que el caso en tiempo continuo. En forma similar definimos la matriz de transicion de
estados discreta como la solucién de

Dk + 1, ko] = A[k]P[k, ko], con ®lko, ko] =/
para k = ky, ko + 1, ... Pero en este caso la solucion se obtiene en forma explicita como
DLk, ko] = Alk — 1]Alk — 2] - - - Alko] (4.32)

para k > ko y Plko, ko] = 1.
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Notar: Dado que la matriz fundamental en el caso en tiempo continuo es no singular para todo t, la matriz
de transicion de estados esta definida paratodo t, t > ty y t < to (lo que implica que podemos resolver la
EE en tiempo invertido).

En el caso discreto, si la matriz A es singular la inversa de ®[k, ko] no esta definida, por lo que la contra-
partida discreta de la propiedad (4.25)

[k, ko] = Pk, ki]P[ki, ko]

s6lo vale si k > k; > kg.
La solucién general de la EE en el caso discreto es

k—1
x[K] = @[k, kolxo + D @[k, m + 1]B[m]u[m] + D[K]u[k].

m=ko

4.6 Ecuaciones Inestacionarias Equiv alentes

Definicion 4.3 (Equiv alencia de EE Inestacionarias). Sea P(t) una matriz n X n no singular y continua-
mente diferenciable para todo t. Sea x = P(t)x(t). Entonces la EE

x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t)

=\ = (4.33)
y(t) = C()x(t) + D(t)u(t),
donde
A(t) = [P(DA(t) + P(D]IP~H(t)  B(t) = P(t)B(t)
C(t) = C(t)P7H(t) D(t) = D(t)

se dice (algebraicamente) equivalente a la EE (4.26) y P(t) es una transformacion de equivalencia.

No es dificil ver que si X(t) es una matriz fundamental del sistema original (4.26), entonces X(t) =
P(t)X(t) es una matriz fundamental del sistema (4.33).

Una propiedad interesante en el caso inestacionario es que es posible llevar al sistema a una forma
equivalente donde A(t) sea constante.

Teorema 4.4 (Transformacién a matriz de evolucion estacionaria). Sea Ap una matriz n X n constante
cualquiera. Entonces existe una transformacion de equivalencia que lleva (4.26) a (4.33) con A(t) = Ao.

Demostracion. Sea X(t) una matriz fundamental de x(t) = A(t)x(t), y definamos P(t) = e*tX~1(t). En-
tonces,

A(t) = [P(D)A(t) + P(t)] P7X(t)
= [e™IXTTA(L) + Age™ X TH(t) + eMIX ()] X(t)e . (4.34)
Como
XHOX(t) + X Ht)X(t) =0, (4.35)
que sigue de derivar X ~1(t)X(t) = /, el reemplazo de (4.35) en (4.34) muestra que
A(t) = Ape™ XL ()X (t)e ™t = Ay.

Si A, se elige como la matriz nula, Ay = 0, entonces P(t) = X~ !y el sistema barra se reduce a
At) =0, B(t)=X"Yt)B(t), C(t)=C(t)X(t), D(t)= D(t).

Una representacion considerablemente mas simple, aunque necesitamos conocer una matriz fundamental
del sistema original para obtenerla.

Es facil ver usando (4.30) que la respuesta al impulso inestacionaria es invariante con respecto a trans-
formaciones de equivalencia.

Sin embargo, y a diferencia de lo que pasaba en el caso estacionario, las propiedades de la matriz de
evolucién del sistema A(t) pueden cambiar drasticamente con una transformacién de equivalencia!

Esta es una excepcion donde el caso estacionario no es un caso particular del caso inestacionario (nunca
vamos a poder transformar la matriz A(t) en la matriz nula con una transformacion de equivalencia estacio-
naria).
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4.7 Realizaciones de Sistemas Inestacionarios

En el caso inestacionario no podemos usar la transformada de Laplace para describir el comportamiento
entrada-salida del sistema, por lo tanto usamos directamente la descripciéon en dominio temporal

y(t) = /tt G(t, T)u(T)dT.

Si el sistema es de dimension finita tiene representacion en EE. Vimos en (4.30) que de la representacion
en EE (4.26) la respuesta al impulso esta dada por

G(t,T) = C(OX()XHT)B(T) + D(t)6(t — ), parat > T, (4.36)

donde X(t) es una matriz fundamental del sistema x(t) = A(t)x(t).

El problema inverso se trata de obtener A(t), B(t), C(t) y D(t) de la respuesta al impulso G(t,T). Asi,
una respuesta al impulso G(t,7) se dice realizable si existen A(t), B(t), C(t) y D(t) tales que se cumple
(4.36).

Teorema 4.5 (Realizabilidad de sistemas inestacionarios). Unamatriz gx p de respuesta al impulso G(t, T)
es realizable si y sélo si puede descomponerse en la forma

G(t, )= M(t)N(T) + D(t)o(t — 1) (4.37)
para todo t > 7, donde M, Ny D son matrices g x n, n X py g x p para algin entero n.

Demostracion. <) Si G(t, T) es realizable entonces existe una realizacion que cumple (4.36) y M(t) =
C()X(t)y N(T) = X~ X(1B(7).

=) Si G(t, T) puede descomponerse en la forma (4.37) entonces

x(t) = N(t)u(t)
y(t) = M(t)x(t) + D(t)u(t)

es una realizacion del sistema. En efecto, si A(t) = 0 entonces X(t) = / es una matriz fundamental y
M()HI7IN(T) + D(t)8(t — 7) = G(¢, 7).
O

Ejemplo 4.10. Larespuesta al impulso G(t) = te*, 0 G(t,7) = G(t—7) = (t—7)e**=7), puede factorizarse
como

—AT

G(t, 1) = [e* teM] [—(;re‘“]
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y asi admite la realizacién inestacionaria

: 8] x(t) + [_(ff: t] u(t)

y(t) = [e* ter] x(t).

x(t) =

(4.38)

1

Alternativamente, la transformada de Laplace de G(t) es L[te*t] = 7—25s10» de donde obtenemos la reali-
zacion estacionaria

4.8

x(t) = [_OAQ 2&] x(t) + m u(t)

y(t)=[1 0] x(t).

Resumen

En este capitulo:

Obtuvimos la solucién general de la ecuacién de estado para sistemas lineales estacionarios, conocida
como férmula de variacién de los parametros.

Aplicamos la formula de variacion de los pardmetros para obtener la discretizacion exacta de un sistema
con un bloqueador de orden cero a la entrada y un muestreador a la salida.

Vimos que sistemas cuyas representaciones en EE estén relacionadas a través de un cambio de coor-
denadas no singular son equivalentes.

Equivalencia a estado cero de EE, que implica que dos representaciones en EE tienen la misma matriz
transferencia, aunque no necesariamente sean algebraicamente equivalentes.

Algunas formas candnicas Utiles de EE: modal, controlable y del controlador.

El problema de realizacion, que consiste en obtener una descripcién en EE dada una matriz transfe-
rencia racional y propia.

La realizacion de una matriz transferencia en forma canonica del controlador es particularmente simple
para los casos de una entrada.

Esta simplificacion es util para subdividir la realizacion de una matriz transferencia con varias entradas
(columnas) superponiendo las realizaciones de cada columna.

La teoria de realizacion vista se aplica sin modificaciones a sistemas en tiempo discreto.

Primera conclusidon en la solucion de la EE para sistemas lineales inestacionarios: el método usado
para derivar la solucién en el caso estacionario no sirve.

Para la solucion general definimos la matriz fundamental X(t), formada apilando n soluciones LI del
sistema, y la matriz de transicion de estados ®(t, ty) = X(t)X (), que en el caso estacionario se
reduce a eA(*~%), Continuara . ..

Mostramos la férmula de la solucion general de la EE lineal inestacionaria, utilizando la matriz de
transicion ¢(t, 7) definida en la clase pasada.

Una dificultad en el caso inestacionario es el computo de ®(t, ), que es dificil salvo casos especiales
como los de A(t) triangular, diagonal o constante.

Para sistemas discretos ®[k, kg] si se puede calcular explicitamente (la solucién en tiempo discreto es
vélida en la direccion positiva del tiempo).

Vimos transformaciones de equivalencia (algebraica) inestacionarias. Estas llevan el sistema a una
forma con la misma descripcion entrada-salida, pero en la que la matriz A(t) puede tener propiedades
muy distintas.

La respuesta al impulso de un sistema inestacionario es realizable sii G(t, 7) admite una factorizacion
simple que separa la dependenciaenty .
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4.9 Ejercicios

Ejercicio 4.1. Utilizando la regla de Leibniz para derivar expresiones integrales,® verificar que (4.5) satisface
(4.2) con estado inicial x(0).

Ejercicio 4.2. Probar que los sistemas descriptos por EE equivalentes tienen la misma funcién transferencia.

Ejercicio 4.3. Para los siguientes casos de la matriz A,

S E S Y g B

obtener una expresioén de la respuesta a entrada nula, x(t) = Ax(t), y dibujar en forma cualitativa el diagrama
de fases (x(t) versus x;(t)). ¢Como es la respuesta a condiciones iniciales sobre las direcciones de los
autovalores de A?

Verificar los diagramas obtenidos mediante simulacion numérica con un conjunto de distintas condiciones
iniciales en el marco de la ventana —2 < x,(0) < 2, =2 < x»(0) < 2.

(Los diagramas corresponden a los tipos de sistemas de segundo orden conocidos respectivamente como
nodo, nodo degenerado, foco y ensilladura.)

Ejercicio 4.4. Terminar los detalles de la demostracion del Teorema 4.3.
Ejercicio 4.5. Hallar una realizacién para la matriz transferencia

s—=2

. 2 2s—3
G(s) — [s+1 (s+£+2):| ]
s+1 s+2

Ejercicio 4.6. Hallar una realizacién de cada columna de G(s) en el ejercicio anterior por separado, y des-
pués conectarlas en un solo modelo en EE. ¢Son las realizaciones obtenidas equivalentes?

Ejercicio 4.7. Hallar una realizacién de cada fila de G(s) en el ejercicio anterior por separado, y después
conectarlas en un solo modelo en EE. {Como se compara la realizacién obtenida con las de los ejercicios
anteriores?

Ejercicio 4.8. Probar que la matriz de transicion ®(t, t;) satisface las siguientes propiedades

1. ®(t, tp) es la Unica solucion de la ecuacidn diferencial matricial
d
E(D(t' to) = A(t)P(t, to), d(to, to) = 1.

2. d(t, t) =1,

3. ©7(t, tp) = D(to, 1),

4. (D(t, to) = (D(t, tl)q)(tl, to).

Ejercicio 4.9. Encontrar matrices fundamentales y de transicion para los sistemas

X(t):[g ﬂ X, y ()= _01 ej] x(1).

Ejercicio 4.10. Mostrar que la matriz de transicion de

X(t) — [All(t) A12(t)] X(t)

0 Ax(t)
tiene la forma

bu(tito) Pua(t o)
d(t, tp) = [ 0 ’ Do (t, tg)]

para todo t, tp, donde %CD,-,-(L to) = Aiidii(t, tp) parai=1,2.

Ejercicio 4.11. Llevar un sistema estacionario (A, B, C) a (0, B(t), C(t)) mediante una transformacion de
equivalencia inestacionaria.

Ejercicio 4.12. Encontrar una realizacion inestacionaria y una estacionaria de la respuesta al impulso G(t) =
t2ert.

6Clase 27/03/00.



Capitulo 5

Estabilidad

5.1 Introduccién

La estabilidad de un sistema puede pensarse como una continuidad en su comportamiento dinamico. Si
se presenta un cambio pequefio en las entradas o condiciones iniciales, un sistema estable presentara
modificaciones pequefias en su respuesta perturbada.

x(t)
%
% x(t)
Xo Inestable

En un sistema inestable, cualquier perturbacion, por pequefia que sea, llevara estados y/o salidas a
crecer sin limite o hasta que el sistema se queme, se desintegre o sature.

La estabilidad es un requerimiento basico de los sistemas dinamicos destinados a realizar operaciones o
procesar sefiales, y es lo primero que debe garantizarse en el disefio.

Estudiaremos la estabilidad de sistemas estacionarios e inestacionarios por separado, empezando por
los primeros.

5.2 Estabilidad Entrada-Salida de Sistemas Estacionarios

Hemos visto que la respuesta de los sistemas dinamicos que estudiamos se descompone en respuesta con
condiciones iniciales nulas y respuesta con entrada nula. Estudiamos la estabilidad de estas respuestas por
separado comenzando por la estabilidad entrada-salida.

5.2.1 Representacion externa

Sea un sistema lineal, causal y estacionario SISO descripto por

t

y(t):/0 g(l‘—'r)u('r)d'r:/0 g(T)u(t — T)dT, (5.1)

para el cual asumimos condiciones iniciales nulas.
Una sefial u(t) se dice acotada si existe una constante M, tal que

lu(t)] < M, paratodo t > 0.

58
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Definicion 5.1 (Estabilidad entrada-acotada/salida-acotada (BIBO)). ! Un sistema es estable BIBO (entrada-
acotada/salida-acotada) si toda entrada acotada produce una salida acotada.

Teorema 5.1 (Estabilidad BIBO de sistemas SISO). Un sistema SISO es estable BIBO si y sélo si su res-
puesta al impulso g(t) es absolutamente integrable en el intervalo [0, oc), es decir, existe una constante
M > 0 tal que

/ lg(T)|dT =< M < 0.
0

Demostracion. Supongamos que g(t) es absolutamente integrable. Sea u(t) una entrada arbitraria acotada,
es decir, |u(t)| < M, para todo t > 0. Entonces

|yun=‘ﬂ g(ru(t - T)dr

sAWwaMt—ﬂwT

o0
<M, [ lg(mldr
0
< M,M, = elsistema es BIBO.

Supongamos ahora que g(t) no es absolutamente integrable, es decir que existe algun t; tal que

/tl l9(r)|dT = oo.
0

Consideremos la entrada acotada

_J1  sig(r)>0
u(t =) = {—1 sig(T) < 0.

La salida del sistema para esta entraday t = t; es
t1
v = [ g(ru(e - rydr
0

ty
= / |g(T)|dT = 00, = el sistema no es BIBO.
0

Notar que una funcién absolutamente integrable
no necesariamente es acotada y puede no ir a cero
cuando t — oo. Un ejemplo de una funcién que
es absolutamente integrable y no va a cero cuando

t—>oces n
F(t—n) = n+(t—nn* paran—1/mP <t<n /\
~ |n—(t—n)n* paran<t<n+1/n.
2 3 4 n
.
2
s

paran€ N,n > 2.

Teorema 5.2 (Estabilidad BIBO y respuesta en régimen permanente). Siun sistema con respuesta alim-
pulso g(t) es estable BIBO, entonces cuando t — oo

1. La salida correspondiente a una entrada constante u(t) = a, para t > 0, tiende a la constante §(0)a.

2. La salida correspondiente a una entrada sinusoidal u(t) = senwpt, para t > 0, tiende a la sinusoide
|gGwo)|sen(wot + <g(jwo)).

Demostracion.

1Bounded Input Bounded Output.
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1. Siu(t) = aparatodo t > 0, entonces

t

y(t) :/o g(T)u(t — T)dT = a/o g(T)dr
y asi

tﬁmoy(t) = a/ooo g(t)dTr = a /Ooo g(m)e *"dt

= ag(0),
s=0

2. Siu(t) =senwpt, para t > 0, entonces

y(t) = /Otg('r) senwo(t — T)dT

t
=/ g(T) [senwpt COS woT — Sen woT CoSwyt] dT
0

t

t
= senwo t/ g(T) coswoTdT — coswyt / g(T)senwoTdT. (5.2)
0 0

Si g(t) es absolutamente integrable, entonces podemos evaluar

f;(jw):/ g('r)e_f“”d'r:/ g(’T)COSLd’Td’T—j/ g(T)senwtdT
0 0 0

~~

Re g(juw) — Img(iw)

= [9(jw)| /00
= §(w)| cos 1g(jw) —j|g(jw)| sen <G(jw).
Finalmente de (5.2), cuando t — oo
o0 o0
y(t) = senwg t/ g(T) cos woTdT — Ccoswyt / g(T)senwordT
0 0
=senwot Re §(jwo) + coswot Im §(jwo)
= |g(jwo)| [sen wot cos 1g(jwo) + coswot sen <G (jwo)]
= |§(wo)| sen(wot + <g(jwo)).

O

El teorema anterior es basico; especifica la respuesta de un sistema BIBO a sefiales constantes y sinu-
soidales una vez que los transitorios se extinguen. Esta es la base del filtrado de sefiales.

El resultado siguiente establece la estabilidad BIBO en términos de funciones transferencia racionales y
propias.

Teorema 5.3 (Estabilidad BIBO para funciones racionales y propias). Un sistema SISO con una funcion
transferencia racional y propia §(s) es BIBO estable si y s6lo si todos los polos de §(s) tienen parte real
negativa.

Si g(s) tiene un polo en p con multiplicidad m, es claro que su expansion en fracciones simples incluira
los términos

1 1 1
s—p (s—p)2 7 (s—p)m

La transformada de Laplace inversa de g(s) — la respuesta al impulso del sistema relajado — incluird com-
binaciones lineales de las exponenciales

ePt, tePt t?eft, .. ., tmlePt.

Es facil chequear que todos estos términos seran absolutamente integrables si y so6lo si p pertenece al
semiplano (abierto, sin incluir al eje jw) izquierdo del plano complejo.
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Ejemplo 5.1. Sea el sistema en realimentaciéon positiva de la Figura 5.1 que incluye un retardo unitario,
T =1, y una ganancia estatica de valor a. El sistema es de dimension infinita, puesto que incluye un retardo,
y no tiene funcion transferencia racional. Cuando la entrada es un impulso, u(t) = §(t), la salida esta dada
por

g(t) = ab(t — 1)+ a°6(t — 2) + 8°6(t —3) +--- = i alo(t—i).
i=1

Podemos considerar los impulsos como positivos, con lo que [g(t)| = Y2, |a|’'d(t — i), y asi

% S 00 sila| >1
t)|dt = al' = . -
| latviar =31 {|a| o dlle

i=1 1-|a|

Concluimos que el sistema es BIBO estable siy sélo si |a| < 1.

a T

y
>0

Figura 5.1: Sistema realimentado con retardo.

5.2.2 Caso MIMO

Los resultados de estabilidad BIBO para sistemas MIMO siguen de los de sistemas SISO, ya que una matriz
transferencia sera BIBO estable si y sélo si cada una de sus entradas son BIBO estables.

5.2.3 Representacion interna

Cuando el sistema esta representado en EE,
x = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t),

la estabilidad BIBO dependera de los autovalores de la matriz A, ya que todo polo de G(s) es un autovalor
de A,

G(s)=C(sl—A)*B+D
1 .

y asi si todos los autovalores de A tienen parte real negativa, todos los polos de G(s) tendran parte real
negativa, y el sistema sera BIBO.

No obstante, no todo autovalor de A es un polo de G(s), ya que puede haber cancelaciones entre ceros y
polos al computar G(s). Asi un sistema puede ser BIBO estable aunque algunos autovalores de A no tengan
parte real negativa.

Ejemplo 5.2. El sistema
x(t) [‘01 110] (1) + [_02] u(t)
y(t)=[-2 3]x(t) —2u(t),

a pesar de tener un autovalor con parte real positiva en A = 1, es BIBO estable porque su funcion transfe-
rencia

2(1—5)

§(s) =C(sl — A 'B+D=">"—-2,
4(s) = C(s/ — A) D

tiene su Unico polo en s = —1.
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5.2.4 Caso discreto

El caso discreto es analogo al caso continuo, mutatis mutandis, con el sistema descripto por

o o0

y[Kl =Y glk — mlu[m] = glm]ulk — m],

m=0 m=0
donde g[k] es la secuencia respuesta a un impulso discreto aplicado en el instante k = 0.
Resumimos los resultados principales en los siguientes teoremas.

Teorema 5.4 (Estabilidad BIBO discreta). Un sistema discreto MIMO con matriz respuesta al impulso G[k] =
lgij[k]] es estable BIBO siy sélo si cada g;j;[k] es absolutamente sumable, es decir,

3 IgIkl < M < oo,
k=0

Teorema 5.5 (Respuesta en régimen permanente discreta.). Si un sistema discreto con respuesta al im-
pulso g[k] es estable BIBO, entonces, cuando k — oo,
1. La salida excitada por u[k] = a, para k > 0, tiende a §(1)a.
2. La salida excitada por u[k] = senw,k, para k > 0, tiende a |g(e/“?)| sen(wok + <g(e’*?)), donde §(z) es
la transformada Z de g[k],

oo

az)= 3 glmz™.

m=0

Teorema 5.6 (Estabilidad BIBO para funciones racionales y propias). Un sistema discreto MIMO con ma-
triz transferencia racional y propia G(z) = [gij(z)] es BIBO estable si y s6lo si todo polo de gj(z) tiene
magnitud menor que 1.

Notar: Que en el caso de tiempo continuo las funciones absolutamente integrables pueden no ser aco-
tadas, o no tender a 0 cuando t — oco. En el caso de tiempo discreto, si g[k] es absolutamente sumable
entonces debe necesariamente ser acotada y aproximarse a 0 cuando k — oo.

Ejemplo 5.3. Sea un sistema discreto estacionario con respuesta al impulso glk] = 1/k, para k > 1,y
g[0] = 0. Analizamos si g[k] es absolutamente sumable,

- 1 1 1
Z|g[k]|:1+—+—+z+'--

prd 2 3
. 1 1 1 1 1 1 1
—1+§+(54‘1)4‘<g+"‘+§>+(§+"'+1—6>+"'
1 1 1 _
>1+§+§+§+---—oo.

La secuencia de la respuesta al impulso es acotada pero no sumable, por lo tanto el sistema no es BIBO.

5.3 Estabilidad Interna de Sistemas Estacionarios

La estabilidad BIBO se definié bajo condiciones iniciales nulas, y se referia al comportamiento externo del
sistema, o sea, aquel observable en la relacion entre salidas y entradas independientemente de estados del
sistema.

Ahora estudiamos la estabilidad interna del sistema, que se refiere al comportamiento de los estados del
sistema. Consideramos la respuesta a condiciones iniciales x(0) = x, y con entradas nulas, es decir,

x(t) = Ax(t). (5.3)

La estabilidad interna describe las propiedades de convergencia de las trayectorias a puntos de operacion
o de equilibrio del sistema.
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Definicion 5.2 (Punto de Equilibrio). Un punto de equilibrio x. de un sistema en EE x(t) = f(x(t)) es un
vector constante tal que si x(0) = x., entonces x(t) = x. para todo t > 0.

La definicion de punto de equilibrio vale para sistemas no lineales, que pueden tener varios. Para sis-
temas lineales, salvando los casos en que la matriz A tenga autovalores nulos, existe un solo punto de
equilibrio: el origen.

Ejemplo 5.4. Sean los sistemas

x(r):B g] x() x[k+1]:[§ 132] XK x(t) = —senx(t)

En el primer sistema la matriz A tiene un autovalor nulo, por lo que tiene un kernel no trivial generado por el
vector x. = [—3, 1]7. La direccion definida por x. es un conjunto de equilibrio.

En el segundo sistema, los equilibrios estan definidos por los x tales que x[k + 1] = x[k], es decir,
(A —I)xe = 0. Como la matriz es no singular, el Gnico equilibrio es x. = [0, 0]”.

El tercer sistema es no lineal. Haciendo x(t) = sen x. = 0 obtenemos x. = kw, donde kK =0, £1,....

Para los sistemas lineales que tratamos en la materia, interesa un equilibrio Unico y estable en el origen.
Este serd un equilibrio en cualquier representacion en EE equivalente del sistema.

Definicion 5.3 (Estabilidad en el sentido de Lyapunov). El (equilibrio del) sistema x(t) = Ax(t) es esta-
ble en el sentido de Lyapunov, o simplemente estable, si toda condicion inicial finita origina una trayectoria
acotada.

Definicion 5.4 (Estabilidad Asintética). El sistema x(t) = Ax(t) es asintéticamente estable si toda condi-
cion inicial finita origina una trayectoria acotada que ademas tiende al origen cuando t — oc.

Definicion 5.5 (Inestabilidad). El sistema x(t) = Ax(t) es inestable si no es estable.

- L~ ~e__i_--"

Estabilidad Lyapunov Estabilidad asintética Inestabilidad

Para sistemas del tipo (5.3) la estabilidad queda determinada por los autovalores de A.
Teorema 5.7 (Estabilidad Interna). El sistema x(t) = Ax(t) es

1. estable en el sentido de Lyapunov si y sélo si todos los autovalores de A tienen parte real no positiva,
y aquellos con parte real cero estan asociados a un bloque de Jordan de orden 1 de A.

2. asintéticamente estable si y sdlo si todos los autovalores de A tienen parte real negativa.

Demostracion. Notamos primero que la estabilidad de una EE no sera alterada por transformaciones de
equivalencia algebraica, puesto que en x(t) = Px(t), donde P es una matriz no singular, si x(t) es acotado
también lo sera x(t). Y si x(t) tiene a cero, también lo hara x(t).

En el sistema transformado es x(t) = Ax(t), donde A = PAP~! tiene los mismos autovalores que A.
Sean A, Ao, ..., Am son los autovalores de A € R™" con multiplicidad r;, > r; = n.

Sea P la transformacion de equivalencia que lleva el sistema a su forma candnica modal, o sea que A es
diagonal en bloques,

s 0O 0 - 0
0 b 0 - 0
=0 0 U -+ 0
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donde el bloque J; € [R"‘X“_es el bloque de Jordan asociado al autovalor A;.
La solucion de x(t) = Ax(t) es x(t) = e*tx(0), donde e** también es diagonal en bloques

eht 0 0 0

0 et 0 -~ 0
eAt — O O eJ3t P O

0 0 0 - ekt

Como vimos, cada e’ involucra términos con las exponenciales e*t, teMt, t2e*it, etc., dependiendo de
la multiplicidad de )\;. Es claro entonces que la respuesta del sistema sélo puede ser acotada si ningun
autovalor tiene parte real positiva y todos los autovalores con parte real nula estdn asociados a bloques de
Jordan de orden 1.

Para que el estado converja asintéticamente al origen, es necesario que todos los autovalores tengan
parte real estrictamente negativa. O

Ejemplo 5.5. Sea el sistema

0 0 0
x(t)=10 0 0 [ x(t).
0 0 -1
Tiene un autovalor doble en 0 y uno simple en —1. Como el autovalor nulo esté asociado a dos bloques de

Jordan de orden 1, concluimos que el sistema es estable en el sentido de Lyapunov.
El sistema

01 O
x(t)y=10 0 0 |x(),
0 0 -1

sin embargo, tiene los mismos autovalores, pero esta vez el autovalor nulo esta asociado a un bloque de
Jordan de orden 2, y por lo tanto el sistema es inestable.

Como ya discutiéramos, todo polo de la matriz transferencia del sistema
G(s)=C(sl—A)B+D

debe ser un autovalor de A, por lo que estabilidad interna impIicaAestabiIidad BIBO.
Sin embargo, no todo autovalor de A aparecera como polo de G(s), por lo que estabilidad BIBO no implica
estabilidad interna.

5.3.1 Sistemas discretos

Las definiciones de estabilidad en el sentido de Lyapunov y asintética son las mismas para sistemas en
tiempo discreto x[k + 1] = Ax[k]. El teorema 5.7 se reformula de la siguiente forma.

Teorema 5.8 (Estabilidad Lyapunov para sistemas discretos). El sistema x[k + 1] = Ax[k] es

1. estable en el sentido de Lyapunov si y so6lo si todos los autovalores de A tienen magnitud no mayor que
1, y aquellos con magnitud igual a 1 estan asociados a un bloque de Jordan de orden 1 de A.

2. asintéticamente estable si y solo si todos los autovalores de A tienen magnitud menor que 1.

5.4 EIl Teorema de Lyapunov

Da una forma alternativa de chequear estabilidad asint6tica de x(t) = Ax(t). La importancia de este re-
sultado (en su forma general) es que permite estudiar la estabilidad de sistemas mas generales, como por
ejemplo inestacionarios o no lineales.

Diremos que una matriz A es Hurwitz si todos sus autovalores tienen parte real negativa.
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Teorema 5.9 (Teorema de Lyapunov). La matriz A es Hurwitz si y sélo si dada cualquier matriz simétrica y
definida positiva N, la ecuacion de Lyapunov

ATM + MA=-N (5.4)

tiene una solucién Unica simétrica y definida positiva M.

Aleksandr Lyapunov (1857-1918)

Demostracion. (=) La ecuacion (5.4) es un caso especial de la ecuacion de Lyapunov
AM+MB =C

que viéramos en la clase del 27 de marzo, con A= AT, B= A,y C = —N. Como Ay AT tienen los mismos
autovalores, si A es Hurwitz no hay dos autovalores A; y ), tales que A\; + A; = 0. Asi, por lo visto en § 3, la
ecuacion de Lyapunov es no singular y tiene una solucion Unica M para cada N.

Postulamos la siguiente candidata a solucion

M = / e? tNettdt. (5.5)
0
Substituyendo (5.5) en (5.4) da

o0 o0
ATI\/H—MA:/ ATeATfNeAfdt+/ ATt N Adt

0 0
oo
d ATt pg AL
= — [e™ "Ne dt
/0 i ( )
o0
= e NPt ,=O0-N==N
t=

donde hemos usado el hecho de que lim,, e** = 0 puesto que A es Hurwitz. Asi mostramos que en efecto
M de (5.5) es solucién de la ecuacion de Lyapunov (5.4).

De (5.5) se ve también que si N es simétrica, también lo es M. Factoricemos N = N” N donde N es una
matriz no singular, y consideremos

o0 o0
x"Mx = / xTeA tNT Ne*txdt = / [INe*tx||3dt. (5.6)
0 0
Como Ny e*f son no singulares, para cualquier x no nulo el integrando de (5.6) es positivo para cada t. Es
decir, x" Mx > 0 para todo x # 0, y concluimos que M es definida positiva.

(«) Mostramos que si M y N son definidas positivas entonces A es Hurwitz. Sea A un autovalor de A
y v # 0 el autovector correspondiente, es decir, Av = Av. Tomando la traspuesta conjugada obtenemos
v*AT = X*v*. Asi, de (5.4)

v ATMv + v*MAv
= (A" + A\Vv*Mv = 2ReAv*Mv. (5.7)

—v*Nv

Como los términos v*Mv y v*Nv son reales y positivos, como viéramos en el § 3, (5.7) implica que Re X < 0
y muestra que A es Hurwitz. O
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Un corolario de este resultado que nos va a ser Util mas adelante es el siguiente.
Corolario 5.1. La matriz A es Hurwitz si y sélo si para cualquier matriz N m x n con m < n'y la propiedad
N
NA

Il
3

rango O £ rango :
7 A1
amxn
la ecuacion de Lyapunov
ATM + MA=—-NTN
tiene una solucién Unica simétrica y definida positiva M.

Un resultado importante que usamos en la prueba del Teorema de Lyapunov es el siguiente, que resumi-
mos en un teorema aparte.

Teorema 5.10. Si A es Hurwitz, entonces la ecuacion de Lyapunov
ATM + MA = —-N

tiene una solucién Unica para cada N que puede ser expresada como

R T
M:/ e? INertdt.
0

5.5 Estabilidad Interna de Sistemas Discretos

La contrapartida discreta de la ecuacién general de Lyapunov XM + MY = C vista en el Capitulo 3 es
M—-XMY =C, (5.8)

donde las matrices X e Y son respectivamente nx ny mx my las matrices My C son nx m. De forma similar
al caso visto,? la ecuacion (5.8) es una ecuacion lineal en M que puede reescribirse en la forma AM = C.

Si A; es un autovalor de X y p; un autovalor de Y, la condicion para que exista una solucioén Unica M de
(5.8) es que

il # 1 paratodo i, . (5.9)

Puede verse intuitivamente como surge esta condicion. Sea v un autovector derecho (vector columna n x 1)
asociado al autovalor \; de X; o sea, Xu = A;u. Sea v un autovector izquierdo (vector fila 1 x m) asociado al
autovalor u; de Y; o sea, vY = u;v.

Si pensamos a la ecuacion (5.8) en términos de la funcion matricial

F(M)E M- XMY,
la ecuacion se reduce a F(M) = C. Evaluando F en la matriz n x m M = uv, tenemos que
F(uv) =uv — XuvY = (1= \pj)uv,

por lo que lo 1 — A;u; son autovalores de (5.8). Si 1 — Aju; # 0, entonces existe una solucion unica de la
ecuacion F(M) = C. De otro modo, pueden o no existir soluciones.
Volvemos entonces ahora a la condicion de estabilidad para el sistema discreto x[k + 1] = Ax[k].

Teorema 5.11 (Teorema de Lyapunov Discreto). Todos los autovalores de la matriz A € R™" tienen mag-
nitud menor que 1 si y sélo si dada cualquier matriz simétrica y definida positiva N, o N = N’ N, donde
N € R™" con m < n tiene la propiedad
N
NA
rango

Il
3

/\_/A.n—l

nmxn

2En la clase del 27/03/2000.
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la ecuacion de Lyapunov discreta
M—ATMA=N (5.10)
tiene una solucién Unica simétrica y positiva definida M.

Un esquema de la demostracion, que sigue pasos similares a la del caso continuo, se puede encontrar
en Chen (1999, p. 136-137). En este caso una solucidn explicita M esta dada por el siguiente resultado.

Teorema 5.12 (Solucion de la Ecuacién de Lyapunov Discreta). Si todos los autovalores de la matriz A
tienen magnitud menor que 1, entonces la ecuacion de Lyapunov

M—ATMA=N
tiene solucidn Unica para cada N, y la solucion puede expresarse en la forma
o0
M= (AT)"NA™. (5.11)
m=0

Remarcamos que aun cuando A tuviera autovalores con magnitud mayor que 1, la ecuacién de Lyapunov
tiene solucion si se cumple (5.9), pero no puede expresarse en la forma (5.11).

La funcién MATLAB lyap calcula la solucién de la ecuacion de Lyapunov continua, mientras que la funcién
dlyap calcula la discreta.

5.6 Estabilidad de Sistemas Inestacionarios

5.6.1 Estabilidad entrada/salida

El concepto de estabilidad BIBO para sistemas lineales inestacionarios es el mismo que vimos en el caso
estacionario; si el sistema esta representado por

y(t) = /tt G(t, T)u(T)dT,

decimos que el sistema es BIBO estable si toda entrada acotada produce una salida acotada.
La condicién necesaria y suficiente para estabilidad BIBO es que exista una constante finita M tal que
para todo t y todo ty, t > tp,

t
/ |G(t, T)||dT < M.
to

5.6.2 Estabilidad interna

Como en el caso estacionario, la ecuacion x(t) = A(t)x(t) es estable en el sentido de Lyapunov si toda
condicién inicial genera una respuesta acotada. Como la respuesta esta gobernada por

x(t) = d(t, to)x(to)

concluimos que la respuesta es Lyapunov estable si y sélo si existe una constante finita M tal que para todo
tyto, t2>t,

lP(t, o)l < M < oo, (5.12)

La ecuacion x(t) = A(t)x(t) es asintoticamente estable si la respuesta generada por toda condicion inicial
es acotada y ademas tiende a cero cuando t — co. Las condiciones de estabilidad asintética incluyen (5.12)
y ademas

[[®(t, to)|| = 0 cuando t — oc.

Como en el caso inestacionario la respuesta depende del tiempo inicial tp, interesa caracterizar la es-
tabilidad del sistema de como una propiedad independiente de t,. Asi surgen las nociones de estabilidad
uniforme y estabilidad asint6tica uniforme.
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Definicion 5.6 (Estabilidad Uniforme). La ecuacion
x(t) = A(t)x(t),  x(to) =xo

es uniformemente estable si existe una constante finita positiva <y tal que para cualquier t, y x la solucion
correspondiente satisface

Ix(Ol <vlixoll. &> to. (5.13)
Notar que como la ecuacion (5.13) debe satisfacerse en t = tp, la constante -y debe ser mayor que 1.
El adjetivo uniforme se refiere precisamente a que «y no debe depender de la eleccion del tiempo inicial,
como se ilustra en la Figura 5.2.

YMxoll b oo oo

lIxoll

lIx(e)ll Ix(t)l

to z:0

Figura 5.2: Estabilidad uniforme.

Ejemplo 5.6. La ecuacion x(t) = (4tsent — 2t)x(t), x(ty) = xo puede verificarse que tiene la soluciéon

— —t2 2
X(t) — e(4sent 4t cos t—t?—4 sen tg+4tg C03t0+t0)X0. (5.14)

Es facil ver que para un t; fijo, existe un - tal que (5.14) es acotada por «y||x|| para todo t > ty, dado que el
término —t?> domina en el exponente cuando t crece.

Sin embargo, la ecuacion de estado no es uniformemente estable. Con un estado inicial xp fijo, conside-
remos la secuencia ty = 2km, con k =0,1,2,...,Yylos valores de las correspondientes soluciones evaluadas
7 segundos mas tarde:

x(2(k 4 1)) = el4k+Om(4=m)

Claramente, no hay cota del factor exponencial independiente de k, o sea que <y va a depender forzosamente
de k, y asi del tiempo inicial t,.

Definicibn 5.7 (Estabilidad Exponencial Uniforme (EEU)). La ecuacién
x(t) = At)x(t),  x(t) =xo (5.15)

es uniformemente exponencialmente estable si existen constantes finitas positivas «, A tales que para cual-
quier ty y xo la solucion correspondiente satisface

Ix()]] < ve=D|xol|,  t> to.

Nuevamente, v > 1, y el adjetivo uniforme se refiere a que v y A son independientes de t;, como se
ilustra en la Figura 5.3.

Teorema 5.13 (EEU para A(t) acotada). Supongamos que existe a > 0 tal que ||A(t)|] < a para todo t.
Entonces la ecuacion lineal (5.15) es uniformemente exponencialmente estable si y solo si existe 3 > 0 tal
que

t
[ lowoio<p  paratodo tir e >
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Y| Ff--——""""""""="="-"----- e m mmm

Ixol| K-->c----------—---“4-X---------------

()l

to fO

Figura 5.3: Estabilidad exponencial uniforme.

Ver Rugh (1995, p. 102-103) por la demostracion.

En el caso estacionario, A(t) = A, la condicién el teorema anterior lleva al requerimiento de que todos
los autovalores de A tengan parte real negativa para que el sistema tenga EEU.

En el caso inestacionario los autovalores de A(t) no determinan las propiedades de estabilidad del siste-
ma, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.7. Sea el sistema inestacionario

-1 621’
x(t) = A(t)x(t) = [ 0 _1] x(t). (5.16)
El polinomio caracteristico de A(t) es
_ A+1 _e2t _ 2
det(A/ — A(t)) = det [ 0 A4 1] =(A+1)%
por lo que A(t) tiene dos autovalores en A = —1 para todo t. Puede verificarse que la matriz
_ et %(et _ e—t)
o0 =% 2L

satisface la condicion
20(t.10) = AD(t. )

y es por lo tanto la matriz de transicién de estados del sistema (5.16). Como la entrada a;»(t) de A(t) crece
en forma ilimitada con t, el sistema no puede ser asintéticamente o Lyapunov estable.
A diferencia del caso estacionario, los autovalores de A(t) no son Utiles para chequear estabilidad.

5.6.3 Invariancia frente a transf ormaciones de equiv alencia

En el caso inestacionario las propiedades de estabilidad, determinadas por los autovalores de A, son inva-
riantes frente a transformaciones de equivalencia.

En el caso inestacionario sabemos que esta propiedad no se conserva, ya es posible llevar la matriz A(t)
a una matriz constante arbitraria A mediante una transformacién de equivalencia inestacionaria P(t).

No obstante, para ciertas P(t), es posible hacer que las propiedades de estabilidad sean también inva-
riantes en el caso inestacionario.

Definicion 5.8 (Transf ormacion de Lyapunov). Una matriz n x n P(t) que es continuamente diferenciable
e invertible en cada t se llama transformacion de Lyapunov si existen constantes p y 7 tales que para todo ¢t

IP(I <p,  [det P(t)] > n. (5.17)
Una condicion equivalente a la (5.17) es la existencia de una constante p tal que para todo ¢t

PO <p. IPTHB)I <p.
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Teorema 5.14 (Equiv alencia y Estabilidad en Sistemas Inestacionarios). Supongamos que P(t) es una
transformacion de Lyapunov. Entonces la ecuacion lineal (5.15) es uniformemente (exponencialmente) esta-
ble si y solo si la ecuacién de estado

2(t) = [PTH)A(L)P(t) — PH()P(t)]z(t)

es uniformemente (exponencialmente) estable.

5.7 Resumen

e Hemos introducido los primeros conceptos de estabilidad de sistemas estacionarios, comenzando por
la estabilidad entrada-salida BIBO: entrada-acotada/salida-acotada.

e Vimos que un sistema es BIBO estable si y s6lo si

— su respuesta al impulso es absolutamente integrable (sumable, para sistemas discretos), o

— si su funcién transferencia g(s) (en discreto §(z)) es racional y propia, todos los polos de §(s)
tienen parte real negativa (los polos de §(z) tienen magnitud menor que 1).

e Los sistemas MIMO son BIBO estables si y solo si todos los subsistemas SISO que conectan las
diferentes entradas y salidas son BIBO estables.

e La respuesta en régimen permanente de un sistema BIBO a una entrada sinusoidal de frecuencia wq
es sinusoidal de la misma frecuencia, y con magnitud y fase dadas por el la magnitud y fase de la
funcién transferencia del sistema evaluada en s = jwg (z = €“° en sistemas discretos.

e Definimos estabilidad interna para un sistema con entradas nulas. Definimos estabilidad segun Lyapu-
nov, y estabilidad asintética.

e La condicién necesaria y suficiente para estabilidad segin Lyapunov es que la matriz A en x = Ax no
tenga autovalores con parte real positiva, y para aquellos autovalores con parte real nula, que no estén
asociados a un bloque de Jordan de dimension mayor que 1.

e La condicion necesaria y suficiente para estabilidad asintotica es que todos los autovalores de A tengan
para real negativa (Hurwitz).

e Presentamos un método alternativo de chequear si la matriz A es Hurwitz (tiene todos sus autovalores
con parte real negativa), mediante la existencia de solucién de una ecuacién de Lyapunov..

e Vimos el teorema de Lyapunov para sistemas discretos, que vincula la existencia de solucion de la
ecuacion M — ATMA = N con la propiedad de que A tenga todos sus autovalores dentro del circulo
unitario.

e Vimos las nociones de estabilidad para sistemas lineales inestacionarios, incluyendo estabilidad uni-
forme y estabilidad exponencial uniforme.

e Una nota importante es que los autovalores de A(t) en general no determinan la estabilidad en siste-
mas lineales inestacionarios.

5.8 Ejercicios

Ejercicio 5.1. Probar que las funciones e?t y tePt son absolutamente integrables siy sélo si p € C.3
Ejercicio 5.2. Es el sistema con funcion transferencia g(s) = % BIBO estable?

Ejercicio 5.3. ¢Cudles son las respuestas en régimen permanente de un sistema con funcion transferencia
9(s) = == excitado por vy (t) = 3y w(t) = sen 2t para t > 0?

Ejercicio 5.4. Probar los Teoremas 5.5 y 5.6 para sistemas discretos.

3C~ ={s€ C:Res >0}
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Ejercicio 5.5. Analizar la estabilidad de los siguientes sistemas

-1 0 1
x(t)=]10 0 0| x(t)

|0 0 0

[—1 0 1]
(=10 0 1|x(t)

|0 0 0

(0.9 0 1]
x[k+1]=[0 1 O0f x[k]

|0 0 1}

(0.9 0 1]
xlk+]=]0 1 1|x[K]

|0 0 1]

Ejercicio 5.6. Probar que todos los autovalores de A tienen parte real menor que —u < 0 si y sélo si para
cualquier matriz simétrica y positiva definida N dada, la ecuacion

ATM + MA+2uM = —N
tiene una solucién Unica simétrica y positiva definida M.

Ejercicio 5.7. Probar que todos los autovalores de A tienen magnitud menor que p si y solo si para cualquier
matriz simétrica y positiva definida N dada, la ecuacién

0°M — ATMA = p>N
tiene una solucién Unica simétrica y positiva definida M.

Ejercicio 5.8. ¢Es el sistema con respuesta al impulso g(t, 7) = e~2*-I"l para t > 7 BIBO estable? ¢Qué
hay de g(t,7) = e (*"") sen t cos T?

Ejercicio 5.9. Es el sistema x(t) = 2tx(t) + u(t), y(t) = e~*x(t) BIBO estable?¢, Estable en el sentido de
Lyapunov? ¢ Asintoticamente estable?

Ejercicio 5.10. Mostrar que la ecuacion del problema anterior puede transformarse, usando x(t) = P(t)x(t)
con P(t) = e, en

x(t) = e~ u(t), y(t) = x(¢).

Es el sistema transformado BIBO estable?¢, Estable en el sentido de Lyapunov? ¢Asintéticamente estable?
Es P(t) una transformacién de Lyapunov?



Capitulo 6

Contr olabilidad y Observabilidad

Ver notas de clase de Anibal Zanini, disponibles de las paginas de Control Automatico 2 en http://vcyt-
22.ung.edu.ar/

Controlabilidad

Observabilidad

Descomposiciones candénicas

Condiciones en ecuaciones en forma de Jordan
Ecuaciones de estado discretas

Controlabilidad y muestreo

N oo g~ w DN oE

Sistemas inestacionarios
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Capitulo 7

Especificaciones Yy Limitaciones de
Disefno

Como referencias generales a los temas de este capitulo pueden consultarse Goodwin, Graebe & Salga-
do (2000, 85), para las definiciones de funciones de sensibilidad y arquitecturas de realimentacion; Doyle,
Francis & Tannenbaum (1992) y Sanchez Pefia (1992), para los resultados relativos a robustez; y Seron,
Braslavsky & Goodwin (1997, 81), para los resultados relativos a limitaciones en la respuesta al escaléon.

7.1 Sensibilidad y Robustez

Uno de los esquemas de control mas simples es el lazo en realimentacion de la Figura 7.1. En el lazo de la

CZ(S) 80(5)

#(s) a(s) y(s)
K(s) G(s) t t Y,

dn(s)

Figura 7.1: Lazo de control de un grado de libertad.

Figura 7.1 las sefiales representan

y(s) : salida 7(s) : referencia
i(s) : control di(s) : perturbacién de entrada

d,(s) : perturbacion de salida  d,(s) : perturbacién de medicién

La implementacién préactica de un sistema de control se ve afectada en su desempefio de dos principales
fuentes de error:

1. sefiales espureas (perturbaciones) en el lazo de control,
2. incertidumbre en el modelo de la planta G(s).

Un buen disefio de control debe tolerar satisfactoriamente tanto perturbaciones como incertidumbres en
el modelado.

La especificacion de las propiedades del sistema de control con respecto a rechazo de perturbaciones e
incertidumbre definen los objetivos de desempefio (en inglés: performance) del disefio.

73



7. Especificaciones y Limitaciones de Disefio 74

7.1.1 Perturbaciones

Las sefiales espureas representan perturbaciones que bajo condiciones ideales deberian ser nulas, pero
gue estan presentes, en mayor o0 menor medida en todo sistema real.

Ejemplo 7.1. El control de corriente de armadura de un motor de corriente continua se suele implementar
mediante inversores que trabajan por modulacion de ancho de pulso (PWM: pulse width modulation), i(t). La
componente continua de la sefial, ip(t), es el control efectivo; las armdnicas representan una perturbacion
de entrada d;(t), i(t) = io(t) + di(t).

Actuador PWM

Definicion 7.1 (Sensibilidad). Cuando un sistema de control retiene su desempefio nominal frente a per-
turbaciones se dice que tiene buenas propiedades de rechazo, o baja sensibilidad, a perturbaciones.

7.1.2 Incertidumbre

La incertidumbre en el modelado surge de que es imposible conocer con exactitud el modelo de un sistema.
Asi, el modelo con el que se disefia el controlador (nominal) es una aproximacion al verdadero sistema sobre
el cual este actuara.

Por ejemplo, si disefiamos un controlador basados en el modelo linealizado alrededor de un punto de
operacion nominal de un sistema no lineal, las alinealidades se presentaran como incertidumbres de mode-
lado.

Ejemplo 7.2. Sea el sistema no lineal

x(t) = x(t) + $3(t) + u(t)
= (1+x2(t))x(t) + u(t).
El modelo linealizado alrededor del origen es x(t) = x(t) + u(t), y asi el control u(t) = —2x(t) estabiliza
asintéticamente el sistema linealizado.
Sin embargo, este control aplicado al sistema real da el lazo cerrado
x(t) = —x(t) + X3(t)
= —(1 = x*(t))x(t).
y por lo tanto sdlo alcanza estabilidad asintética para un conjunto acotado de condiciones iniciales, {x : |x| <
1}.

Para tener en cuenta la incertidumbre del modelo en el disefio del controlador es necesario contar con
una representacion de la incertidumbre con alguna cota conocida.
Por ejemplo, es habitual representar la incertidumbre con un modelo lineal multiplicativo

G(s) = Go(s) (1 + A(5)), (7.1)

donde G(s) representa la funcién transferencia real, Gy(s) la funcién transferencia nominal (el modelo utiliza-
do para disefio), y A(s) una funcién transferencia desconocida salvo por alguna cota del tipo ||A(jw)|| < a(w),
con a(w) conocida.

Ejemplo 7.3. Supongamos que tenemos el sistema

K
s+ 1’

G(s) =
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donde existe incertidumbre en la posicion del polo, T = 75 + d7, donde 7, es el valor nominal. La represen-
tacion de esta incertidumbre en el modelo multiplicativo (7.1) es

__ kK
(to+07)s+1

K Tos+1
ToS+ 1 \10s+01s+1

K (1 3 0TS )
ToS+1 ToS+07s+1
— Go(s)(1+ A(s)).

Definicibn 7.2 (Robustez). Un sistema de control que retiene sus propiedades de estabilidad y desempefio
frente a incertidumbres de modelo en la planta se dice robusto.

G(s) =

No siempre es posible alcanzar buen rechazo de perturbaciones conjuntamente con robustez, y asi deben
adoptarse soluciones de compromiso en el disefio.

Para alcanzar soluciones de compromiso adecuadas a las condiciones de perturbaciones e incertidumbre
existentes en el sistema considerado, es util disponer de indices que de alguna forma “midan” las propie-
dades de sensibilidad y robustez de un controlador dado. Dos indices tradicionalmente utilizados son las
funciones de sensibilidad del lazo.

7.2 Funciones de Sensibilidad

Volvamos al sistema de control de la Figura 7.1, que supondremos SISO por simplicidad. La respuesta del
sistema a condiciones iniciales nulas esta dada por

9(s) = G(5)ai(s) + do(s) + G(s)di(s)
i(s) = R(s)7(s) — K()9(s) — K()dm(s).
= K(5) [7(5) = du(s) = G(5)d(s) — do(s) = G(5)di(5)]

de donde resolvemos

O K(s) Sy A AN ArNA
a(s) = T EORE) [7(5) = dm(s) — do(s) — G(5)di(5)]
y(s) = : [G(5)K(s) (P(S) — dm(5)) + do(s) + G(s)di(s)] -

1+ G(s)K(s)
La arquitectura del esquema de la Figura 7.1 se llama “de un grado de libertad”. Este nombre refleja el
hecho de que solo existe un grado de libertad para definir las funciones transferencias de lazo cerrado que
mapean 7(s) y dn(s) a 7(s), y di(s) y do(s) a 9(s).
Asi, si K(s) se disefia para obtener una particular respuesta a la sefial de referencia,
() _  G()R(s)
P(s) 14+ G(s)K(s)
se induce al mismo tiempo una (nica respuesta a la perturbacién de salida,

ys) _ 1
do(s) 1+ G(s)K(s)
A menudo, es deseable ajustar las respuestas a referencia y perturbaciones en forma independiente.

Esto puede lograrse con una arquitectura de dos grados de libertad, como la de la Figura 7.2. La salida en
este caso esta dada por

G(s)K(s)A(s) 1

L+ ERe) O T T emRE @™

y(s) =

G(s) - G(s)K(s)

4 T T EHRE)

TF R e
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di(s) do(5)
i(s)
2 K(s) G(s)

y(s)

dm(s)

Figura 7.2: Lazo de control de dos grados de libertad.

Ahora K(s) puede usarse para ajustar la respuesta a la perturbacién (que tiene la misma transferencia
que en la arquitectura de un grado de libertad), y H(s) puede usarse para ajustar la respuesta a la referencia
independientemente, dada por

y(s) _ G(s)K(s)A(s)
P(s) 1+ G(s)K(s)'

No obstante, notar que aln en la arquitectura de dos grados de libertad quedan funciones transferencias
cuya dinamica no puede ajustarse independientemente.

Asi, el controlador K(s) puede usarse para ajustar la respuesta a una perturbacion d;(s), d,(s) o dn(s),
pero una vez elegido, las restantes respuestas quedan determinadas.

La salida del controlador en el esquema de la Figura 7.2 esta dada por

o KR®AG) L K,
a(s) = T2 EORE) ?(s) T SR do(s)

- M&(s) - &Jm(s).
+ G(s)K(s) 1+ G(s)K(s)

La respuesta a lazo cerrado del sistema de la Figura 7.2 esta entonces gobernada por cuatro funciones
transferencia, colectivamente llamadas funciones de sensibilidad,

NN G(s)K(s) NN 1

T($) =1 + G(s)K(s) =1 +G(s)K(s) 2

G2 —2 g e KO (7.3)
14+ G(s)K(s) 14+ G(s)K(s)

e individualmente

T(s) : Sensibilidad complementaria
5(s) : Sensibilidad
Si(s) : Sensibilidad de entrada
S.(s) : Sensibilidad de control

La funciones de sensibilidad estan algebraicamente relacionadas, y estas relaciones son unas de las mani-
festaciones de las restricciones inherentes al lazo de control en realimentacién. No es dificil ver que

S(5)+T(s)=1

8(5) = $(5)G(s) = %
5.(5) = $(s)K(s) = 28
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7.3 Especificaciones de la Respuesta en Frecuencia

Como normalmente la sefial de referencia 7(jw) posee un espectro de bajas frecuencias, T (jw) se especifica
como filtro pasa-bajos, y asi rechazar al mismo tiempo el ruido de medicién, normalmente de alta frecuencia.
La Figura 7.3 muestra especificaciones tipicas de la respuesta en frecuencia para 7 (jw) y 5(jw) (recordemos
que T(s) y $(s) no pueden elegirse en forma independiente ya que 7(s) + 5(s) = 1 para todo s € C).

(o)l

ISGw)|

0.5¢

Figura 7.3: Formas tipicas para |5(jw)| and |7 (jw)|.

7.4 Robustez

7.4.1 Estabilidad Robusta

Ademas de especificar la respuesta del sistema a sefiales, las funciones T (jw) y $(jw) sirven para especifi-
car las propiedades de robustez del sistema.
Supongamos que representamos la incertidumbre en el modelo A(s) con estructura multiplicativa

G(s) = Go(s)(1+ A(s)), (7.4)
y que se conoce la cota de incertidumbre
|A(jw)| < Wa(w). (7.5)

Tipicamente, W>(w) es una funcién creciente de la frecuencia w (el modelo es mas incierto a frecuencias
mayores).
¢ Cémo se obtiene la cota W>(w) en la practica? El siguiente ejemplo ilustra una forma.

Ejemplo 7.4 (Incertidumbre de modelado). Supongamos que la planta es estable y se obtuvo su funcion
transferencia nominal Go(s) mediante experimentos de respuesta en frecuencia: La magnitud y fase de la
salida se miden para m sinusoides de referencia de distintas frecuencias w;, i =1, ..., m . El experimento se
repitié n veces.

Denotamos el par (magnitud,fase) para la frecuencia w; y el experimento kK como (Mik, ¢ix). El modelo
nominal se puede obtener ajustando Gy(jw) a estas mediciones, por ejemplo, minimizando el error cuadréatico
medio total (tipico en Identificacion de Sistemas).

Una vez obtenida la funcién transferencia nominal Gy(s), se puede obtener W-(w) eligiéndola de forma
tal que

M/.kej(ﬁ;k
Go(fwi)
Existen distintos criterios para ajustar W,(w). La Figura 7.4 muestra los resultados de un experimento real
en un sistema intercambiador de calor experimental (n = 3).

—I‘SWZ(w), i=1,....m; k=1,...n.
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Diagrama de Nyquist
T T T 10

Diagrama de Bode

Nyquist nominal
X y

05k Medlc.lones
Incertidumbre

10" . x 4

-0.5F

Parte Imaginaria

Magnitud
x

Diagrama de Nyquist o
7 10

Diagrama de Bode

Magnitud -1 — Nyquist nominal
x Mediciones
Frecuencia Incertidumbre

. -2 ‘ : s
I I I I I Parts
2 artelmaginaria 10 - S - ,

-1 -0.5 0 0.5 1 15 2 10 10 10 10 10
Parte Real Parte Real Frecuencia

Figura 7.4: Mediciones, modelo nominal e incertidumbre

El siguiente es un importante resultado que da condiciones necesarias y suficientes para estabilidad
robusta con incertidumbre multiplicativa en los lazos de control de la Figura 7.1, 7.2.

Teorema 7.1 (Estabilidad robusta con incer tidumbre multiplicativ a). Sea la planta nominal Go(s) con in-
certidumbre de modelo A(s) estable y dada por (7.4) y (7.5). Entonces, si los lazos de control de la Figu-
ra 7.1, 7.2 son estables con la planta nominal Gy(s), seran estables con la planta real G(s) siy sélo si

[To(w)| < & Wah(w)T(w)| < 1, para todo w, (7.6)

1
WQ(OJ)
donde T;(jw) es la sensibilidad complementaria nominal (de (7.2) con G(s) = Go(s)).

Demostracion. Ver por ejemplo Sanchez Pefia (1992, § 2) o Doyle et al. (1992, § 4). O

Este resultado nos dice que si existe mucha incertidumbre de modelo a una determinada frecuencia,
To(s) debe disefarse (a través de K(s)) para tener valores bajos a esa frecuencia, o la estabilidad nominal
del sistema puede llegar a perderse en la planta real.

El resultado anterior tiene la siguiente interpretacion gréafica: Puesto que

Wa(w)K (jw) Go(jw)
1+ K (jw)Go(jw)
& [Wa(w)R(jw)Go(jw)| < |1+ K(jw)Go(jw)l.  Vw,

Yw

1700 < o3

entonces, para cada frecuencia w el punto critico —1 se encuentra fuera del disco de centro K(jw)G(jw) y
radio |Wa(w)K (jw)Go(jw)|.
7.4.2 Desempeiio robusto

El desempefio nominal del sistema puede especificarse definiendo la forma de |S(jw)| con una funcién de
peso dada W, (w) requiriendo que

|S(jw)| < & Wi(w)S(jw)| < 1, Yw. (7.7)

1
Wi (w)

Si (7.7) se preserva de la planta nominal a la planta real, y ademas se preserva la estabilidad, decimos que
el sistema tiene desempefio robusto.

El desemperfio robusto, como intuitivamente puede esperarse, requiere la estabilidad robusta (7.6) como
condicién necesaria.

El siguiente resultado establece una condicién necesaria y suficiente para el desempefio robusto de los
sistemas de la Figura 7.1, 7.2.
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“imag

-1
/—/@' real
. -

Figura 7.5: Estabilidad robusta graficamente

Teorema 7.2 (Desempefio robusto con incer tidumbre multiplicativ a). Sea la planta nominal Gy(s) con
incertidumbre de modelo A(s) estable y dada por (7.4) y (7.5). Entonces, si los lazos de control de la
Figura 7.1, 7.2 son estables, y se cumple (7.7) con la planta nominal Gy(s), el sistema tiene desempefio
robusto siy sélo si

Wi (w)So(jw)| + Wa(w) To(iw)| < 1, para todo w, (7.8)

donde So(jw) y To(jw) son la sensibilidad y sensibilidad complementaria nominales (de (7.2) con G(s) =
Go(s))-

Demostracion. Ver Sanchez Pefia (1992, § 2) o Doyle et al. (1992, § 4). O

La condicién de desempefio robusto también admite una buena interpretacion grafica:
“imag

N eal
)

Figura 7.6: Desempefio robusto graficamente

7.5 Restricciones algebraicas en 5(s)y T(s)

En resumen, se pueden especificar las propiedades del sistema de control a lazo cerrado especificando una
forma en la respuestas en frecuencia de 5(s) y T(s).

Sin embargo, |S(jw)| y |T(jw)| no pueden ajustarse arbitrariamente. Existen restricciones en los valores
que pueden tomar 5(s) y T(s) para ciertos valores de s € C que imponen restricciones sobre los valores en
el eje jw.

La restriccion mas obvia es la relacion de complementariedad

S(s)+T(s)=1 VseC.

Otras restricciones surgen en los ceros y polos a lazo abierto debido al requerimiento de estabilidad del lazo
cerrado.
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Lema 7.1 (Restricciones de Interpolacion). Si el sistema a lazo abierto L(s) no tiene cancelaciones polo-
cero inestables, entonces, para cualquier control que estabilice al sistema a lazo cerrado, S(s) y T(s) deben
satisfacer las siguientes condiciones

1. si p es un polo inestable de L(s) (Rep > 0)
S5(p=0 'y T=1

2. si g es un cero de fase no minima de L(s) (Req > 0)
S(g=1 'y T(g=o.

Demostracion. Por el requerimiento de estabilidad del lazo cerrado, ceros y polos con parte real positiva
de la planta o el controlador no pueden cancelarse, por lo que permaneceran en L(s). Las condiciones de
interpolacion siguen directamente de las definiciones de S(s) y T(s). O

Sea cual fuera el controlador elegido, las funciones de sensibilidad deberan satisfacer estas restricciones en
los polos y ceros de parte real no negativa del lazo abierto.

7.6 Especificaciones de disefio en la respuesta temporal

Alternativamente a la especificacion de la respuesta en frecuencia, la especificacion del desempefio del
sistema a lazo cerrado suele hacerse sobre la respuesta temporal del sistema. La especificacion de la

y(t)
1l o
0 } ¢
Ysub
f
tc
te

Figura 7.7: Especificaciones en la respuesta temporal

respuesta temporal es mas directa respecto de lo que se pretende del sistema, pero entonces es mas dificil
traducir estas especificaciones a condiciones para las funciones transferencia del lazo cerrado.
Los parametros tipicos para la respuesta al escalon son

e sobrevalor ysop

e subvalor ys,

e tiempo de crecimiento t.

e tiempo de establecimiento ¢,

Definimos los pardmetros de la respuesta al escalon sobre el sistema de la Figura 7.1, y definimos el
error de seguimiento e(t) = r(t) — y(t).

sobre valor: es el maximo valor en que la respuesta del sistema excede su valor de régimen permanente,

Veob == mtax{—e(t)}.
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subvalor: es maximo pico negativo de la salida del sistema,
Ysub é mf}x{—y(t)}.
tiempo de crecimiento: cuantifica aproximadamente el tiempo minimo que toma la salida en alcanzar el
nuevo punto de operacion,
— max {6:y(t)<t/§ paratodoten elintervalo [0,4]}
tiempo de establecimiento: cuantifica el tiempo que tardan los transitorios en decaer permanentemente
por debajo de un determinado nivel £, usualmente entre el 1 y 10% del valor de régimen permanente,

te 2 méin {6 : |e(t)] < e paratodo t en elintervalo [0, c0)}

7.7 Restricciones en la Respuesta al Escaldn

Como vimos, los polos y ceros en el semiplano derecho del plano complejo imponen restricciones algebraicas
en las funciones de sensibilidad del sistema, no importa cual sea el controlador usado.

Veremos cOmo estas restricciones algebraicas se traducen en restricciones en el desempefio alcanzable
de la respuesta al escalon del sistema a lazo cerrado.

Usaremos el siguiente resultado preliminar, que surge de la definicion de transformada Laplace.

Lema 7.2. Sea h(s) una funcién transferencia estrictamente propia cuyos polos se encuentran en el semi-
plano {s € C : Res < —a}, para algun numero real finito a > 0. Sea h(t) la antitransformada Laplace de
h(s). Entonces para cualquier nUmero s, € {s € C: Res > —a}

“Sth(t)dt = lim h(s).
| e=thwde = fim i)

La salida y el error de seguimiento en la respuesta al escalon del sistema de la Figura 7.1 satisfacen las
siguientes condiciones integrales.

Teorema 7.3 (Polos inestab les). Supongamos que el sistema a lazo abierto L(s) tiene un polo en p, con
Re p > 0. Entonces si el lazo cerrado es estable

/Oo e Ple(t)dt =0 (7.9)

0

/oo e Pty(t)dt = 1 (7.10)
0 p

Demostracion. Veamos primero que al ser el sistema estable, el error e(t) es acotado, digamos |e(t)| <
M, Vt, y por lo tanto su transformada Laplace &(s) no tiene singularidades en {s € C : Res > 0}. En efecto,

|&(s)| < /OOO le~*fe(t)| dt

Res

Entonces, por el Lema 7.2, la ecuacion (7.9) sigue de

M

*° M
< M/ e Restdt= — < oo  paratodos:Res > 0.
0

/oo e Ple(t)dt = é(p) = =0,
0

donde usamos la relacion é(s) = S(s)7(s), el hecho de que la referencia es un escalén, 7(s) = 1/s, y la
restriccién de interpolacion de 5(s) en los polos inestables de L(s).
La ecuacion (7.10) sigue de (7.9) y el hecho de que r(t) = 1 para todo t,

/OO e Py(t)dt = /oo e P(r(t) —e(t))dt
0 0

o0
1
=/ e Pldt = ~
0 p
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Un resultado dual existe para plantas con ceros de fase no minima.

Teorema 7.4 (Ceros de fase no minima). Supongamos que el sistema a lazo abierto L(s) tiene un cero en
g, con Reg > 0. Entonces si el lazo cerrado es estable

> 1
/ e e(t)dt = = (7.11)
0 q
/ e y(t)dt = 0. (7.12)
0
Demostracion. Ejercicio. O

Estos teoremas muestran que si la planta tiene ceros o polos en el semiplano derecho del plano complejo,
entonces el error y la salida a una entrada escalon deben satisfacer relaciones integrales independientemen-
te del controlador usado para estabilizar el sistema.

Damos interpretaciones de disefio de estas integrales en términos de los parametros de la respuesta al
escalon.

Corolario 7.1 (Polos inestab les reales y sobre valor). Sila planta tiene un polo inestable real en p > 0, su
respuesta al escalén tiene forzosamente sobrevalor. Mas aun, si t. es el tiempo de crecimiento del sistema
a lazo cerrado, entonces se cumple que

tc —1)eft + 1
Ysob Z (p )e + (713)
ptc

>pt°.
=2

Demostracion. Necesariamente el error debera cambiar de signo para que la integral (7.9) sea nula — a
menos que sea idénticamente nulo. Asi, la salida deberéd superar a la referencia en algin momento < 3
sobrevalor.

De la definicion de t. tenemos que y(t) < t/t. parat < t., 0o sea que e(t) > 1 — t/t.. Usando esta cota
en la integral (7.9) tenemos que

te o0 te o0
0:/ e—Pfe(t)dt+/ e“’fe(t)dtz/ e Pt (1—%) dt+/ e Ple(t)dt
0 tr 0 c tr
(e ] tc t
@/ e Pt(—e(t))dt > / e Pt (1 - t_) dt. (7.14)
t, 0

r c

De (7.14) y la definicion de sobrevalor tenemos que

e—ptc [es} e}
Ysob = .ysob/ e_ptdt Z / e_pt(_e(t))dt
tr tr
te -1 —pte
Z / e—pt (1 _ i) dt — (ptC 2) + € ,
0 te p-te
de donde surge (7.13). O

Sigue del Corolario 7.1 que si la planta tiene un polo inestable:
1. necesariamente hay sobrevalor en la respuesta al escalén

2. el sobrevalor ser4 mayor cuanto mayor sea el tiempo de respuesta del lazo cerrado.

Los polos inestables demandaran accion de control rdpida para un mejor desempefio (menor sobrevalor).
Cuanto mayores (mas rapidos) sean los polos inestables, mayor sera esta demanda.

Ejemplo 7.5. Supongamos que nuestra planta a lazo abierto tiene un polo en p = 2. Entonces tenemos que
la cota en sobrevalor en la respuesta al escalén del lazo cerrado (estable) es

Ysob Z tc-

Si disefiamos el controlador para obtener un tiempo de crecimiento t, = 1s, el sobrevalor sera mayor al
100%! Para una respuesta razonable deberiamos elegir al menos t. < 0.2s.
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Corolario 7.2 (Ceros de fase no minima y subvalor). Sila planta tiene un cero de fase no minima real en
g > 0, su respuesta al escaldn tiene forzosamente subvalor. Mas aun, si t. es el tiempo de establecimiento
a un nivel € del sistema a lazo cerrado, entonces se cumple que

1—¢
Ysub 2> prosmEE
Demostracion. Similar a la del Corolario 7.1. Ejercicio. O
La interpretacion del Corolario 7.2 es que si la planta tiene un cero real de fase no minima,
e necesariamente hay subvalor en la respuesta al escalon

e el pico del subvalor ser4 mayor cuanto menor sea el tiempo de establecimiento del lazo cerrado.

Los ceros de fase no minima demandaran accion de control lenta para un mejor desempefio (menor subva-
lor). Cuanto menores (mas lentos) sean los ceros de fase no minima, mayor sera esta demanda.

En conclusién podemos extraer las siguientes reglas practicas de disefio basicas para evitar sobrevalor o
subvalor excesivos:

1. El polo dominante a lazo cerrado deber mayor (en magnitud) que cualquier polo inestable a lazo abierto
del sistema.

2. El polo dominante a lazo cerrado deber menor (en magnitud) que el menor cero no minima fase del
sistema.

Vemos que entre las plantas inestables y no minima fase, aquellas que posean polos a lazo abierto a la
derecha de sus ceros en C* seran mas “dificiles”, ya que no podremos satisfacer ambas reglas simultanea-
mente, y habrd un compromiso inevitable entre reducir sobrevalor o subvalor.

Jw Jw

Figura 7.8: Caso manejable Figura 7.9: Caso dificil

El siguiente resultado considera este caso.

Corolario 7.3 (Plantas inestab les y no minima fase). Consideremos el esquema de control de un grado
de libertad con realimentacion unitaria. Supongamos que L(s) = K(s)G(s) tiene un cero real g > 0y un polo
real p > 0, con p # q. Entonces

1. si p < g el sobrevalor satisface

Ysob Z L- (715)
q—p

2. si g < p el subvalor satisface

Ysub 2 p%qq (7.16)

Demostracién. Para el caso 1, combinando las relaciones integrales de los teoremas sobre ceros de fase no
minima y polos inestables de la clase pasada obtenemos

/Oo(e—Pf ety (—e(t))dt) = .
0 q

De la definicién de sobrevalor entonces sigue
1 o0

- < ysob/ (e7Pt — e)dt

q 0

q—p
= Ysob pq - (717)
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Finalmente, la relacion (7.15) sale inmediatamente de (7.17) pues g > p. De la misma manera se prueba 2
usando las restantes relaciones integrales y usando el hecho de que p > gq. O

Ejemplo 7.6.

Consideremos el sistema de péndulo invertido de la Figu-
ra 7.10. El modelo linealizado alrededor del origen de este
sistema tiene la siguiente funcion transferencia entre la fuerza
u'y la posicion del carro y:

9(5) __ (s—a)s+a)
i(s) ~ M(s2(s — p)(s +p)

donde g = \/g/Ly p = g/1+ m/M. Vemos que el sistema

satisface las condiciones del corolario anterior. Si normaliza-
mos para que g = 1y consideramos m = M, obtenemos que
p = /2. Entonces el corolario anterior predice un subvalor su-
perior a 2 en la respuesta al escalon! La Figura 7.11 muestra
los resultados de simulaciones del lazo cerrado controlado con
distintas velocidades de respuesta. ‘—yJ

Vemos que el subvalor es en todos los casos mucho mayor
gue la cota inferior de 2. Figura 7.10: Péndulo invertido

14.20

10.76

7.32

3.88

O A N sttt —
-3.00
-6.44
-9.88

-13.32

-16.76

-2020 \ \ \ \ \ \
0.00 2586 571 857 1143 14.29 17.14 20.00

Figura 7.11: Respuesta a lazo cerrado del péndulo invertido

7.7.1 Efecto de ceros y polos en el eje imaginario

Los resultados sobre ceros y polos en C* vistos en la clase pasada pueden extenderse sobre el eje imagi-
nario.

Corolario 7.4 (Zeros y polos en el eje imaginario). Para todo controlador que estabilice el lazo de un gra-
do de libertad, el error en la respuesta al escalén unitario e(t) = 1 — y(t) satisface

1. sila planta G(s) tiene un par de ceros en s = +jw,, entonces
(e}
/ e(t)coswotdt =0
0

* 1
/ e(t)senwot dt = —.
0 Wo
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2. sila planta G(s) tiene un par de polos en s = +jwp, entonces
o0
/ e(t)coswot dt =0
0
o0
/ e(t)senwot dt = 0.
0

Demostracion.

1. Extendiendo formalmente las relaciones integrales vistas en la clase anterior (puede probarse riguro-
samente que vale), tenemos que

* +jwgt 1
e(t)eV“idt = ——.
/0 () +jwo

El resultado entonces sigue usando

1. .
coswot = E(e"""t + e/uot)

1 . .
senwpt = — (/¥ — gJwot),
ot = 5:( )

2. Se prueba de la misma forma usando las expresiones correspondientes para polos.
O

Estas restricciones son particularmente severas si los ceros en el eje imaginario se encuentran cercanos al
origen (cercanos con respecto al ancha de banda de lazo cerrado), como vemos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 7.7. Supongamos que tenemos una planta con un par de ceros sobre el eje imaginario en s = +juw.
Por simplicidad, supongamos que podemos definir el tiempo de establecimiento en forma exacta, es decir,
como

t. = inf{le(t)l| = 0; ¥t > 3}

asumiendo que podemos despreciar directamente los transitorios para t > t.. Entonces, del Corolario 7.4-1
tenemos

te 1
/ e(t)senwot dt = —.
0 Wo

Asumiento que t. < /- obtenemos que

te
max|e(t)|/ senwytdt > —,
t 0 w

1 — coswpt 1
& max |e(t)| ————2¢ > —
t (JJO
& ax |e(t)| > L
max _ .
t — 1 —coswgpte

Vemos si wote — 0, entonces max; |e(t)| — oo. Concluimos que los zeros sobre el eje imaginario también
imponen restricciones sobre el ancho de banda méximo del lazo cerrado.

Ejemplo 7.8 (Tren de laminacién). Un ejempilo tipico del efecto perjudicial de ceros sobre (0 muy cerca de)
el eje imaginario se da en el problema de laminacion de acero. Este fendbmeno se conoce como efecto
de “hold-up”, y aparece como un incremento de oscilaciones en cuanto se pretende hacer la respuesta del
sistema mas rapida controlando sélo la separacion entre los rodillos de laminacion ((Goodwin et al. 2000)).
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7.8 Resumen

La implementacion practica de un sistema de control esta afectado de perturbaciones e incertidumbres de
modelado que afectaran su desempefio, apartandolo de las especificaciones idealizadas en la etapa de
disefio. Algunas de estas perturbaciones e incertidumbres pueden tenerse en cuenta de cierta forma en el
disefio si se lleva a cabo un disefio robusto.

Distinguimos las propiedades de robustez en

1. Estabilidad robusta: el sistema real preserva las caracteristicas de estabilidad (Lyapunov, BIBO, etc.)
del sistema nominal.

2. Desempefio robusto: el sistema real preserva las caracteristicas de respuesta a referencias y rechazo
de perturbaciones del sistema nominal.

El andlisis de las propiedades de robustez y rechazo de perturbaciones
e Estabilidad nominal

e Desempefio nominal

e Estabilidad robusta

e Desempefio robusto

del sistema de control puede hacerse a priori, sin embargo, mediante las funciones de sensibilidad, que
capturan funciones transferencia cruciales en el lazo de control.
|T (jw)| = 1: buen seguimiento de referencia a bajas frecuencias

|7 (jw)| = 0: buen rechazo de ruido de medicién a altas frecuencias
|

1 1

= = —

3 3 Wit (w)

E @

= o5 = 05 1
0 -2 -1 ‘ 0 ‘ 1 2 0 =2 -1 0 1 2
10 10 10 10 10 0 10 10 10 10

&) &)

|S(jw)| = 0: buen rechazo de perturbaciones de salida a bajas frecuencias

Los ceros y polos a lazo abierto en el semiplano derecho C* imponen restricciones fundamentales en la
respuesta del sistema. Estas restricciones valen para todo controlador estabilizante.

1En lo que sigue, con “estabilidad” nos referiremos a estabilidad interna asintdtica.
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compr omiso velocidad/sobre valor sila planta tiene un polo real instable, necesariamente existird sobre-
valor en la respuesta al escalon. Cuanto mas lento se disefie el lazo cerrado, mayor sera el sobrevalor.

compr omiso velocidad/sub valor si la planta tiene un cero real no minima fase, necesariamente existira
subvalor en la respuesta al escal6on. Cuanto mas rapido se disefie el lazo cerrado, mayor sera el
subvalor.

Estos compromisos indican que para un desempefio aceptable, los polos inestables requieren un lazo cerra-
do rapido, mientras que los ceros no minima fase uno lento.

7.9 Ejercicios

. .. . . .. P 2 .
Ejercicio 7.1. Considerar el control en realimentacion de una planta con modelo G(s) = ;11 . Suponiendo
gue el controlador es tal que la sensibilidad complementaria es

4

7A_(S) = m,

1. calcular la funcién transferencia del controlador K(s),

2. sila referencia es un escalon, calcular la respuesta en régimen permanente de la sefial de entrada de
la planta.

3. calcular el maximo error instantaneo en la salida siguiendo a esta referencia.

Ejercicio 7.2. El modelo nominal de una planta es un doble integrador Gy(s) = 1/s2. Un modelo mas deta-
llado (que tomamos como la planta “real”) incluye un retardo, de forma que G(s) = e~"5/s2, y sélo se sabe
qgue T pertenece al intervalo [0, 0.1]. Expresar esta incertidumbre como multiplicativa y obtener una funcién
W>(w) tal que

G(jw)

VY
Go(jw)

< Wh(w), Yw, T.

Ejercicio 7.3. La funcién transferencia de una planta esta dada por

donde la ganancia k es incierta pero se sabe que pertenece al intervalo [0.1, 10]. Representar la familia de
plantas posibles con un modelo de incertidumbre multiplicativa, eligiendo una planta nominal y una funcion
peso W (w) tales que

G(jw)

— 1
Go(jw)

< Wh(w), Yw, k.

Ejercicio 7.4. Para el modelo nominal de un doble integrador Go(s) = 1/s2, el requerimiento de desempefio

es que la salida de la planta siga referencias en el intervalo de frecuencias [0, 1]. La funcién peso de desem-

pefio W;(w) puede elegirse como la magnitud de un filtro pasa-bajos de magnitud constante en este rango

de frecuencias, y que decae a frecuencias mayores, como por ejemplo un filtro Butterworth. Elegir un filtro
Butterworth de tercer orden para W, (w) con frecuencia de corte 1rad/s. Tomar el peso W>(w) como

Jw

Walw) = ‘0.1jw + 1‘ '

1. Disefiar un controlador propio K (s) para obtener estabilidad nominal del lazo de control.

2. Chequear la condicién de estabilidad robusta |W>(w)To(jw)| < 1. Si no se satisface, redisefiar K(s)
hasta conseguirlo. No es necesario obtener buen desempefio.
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3. Sila condicion de estabilidad robusta se satisface, el minimo nivel de desempefio robusto a es el valor

A
a = sup

w

Wi (w)So(jw)
1 — W (w)To(w)|
¢Cual es el valor de a alcanzado por el controlador elegido?

Ejercicio 7.5. Obtener los parametros de la respuesta al escalon de

. G-DG-1)
6O = i@ s+ D)

Ejercicio 7.6. Probar el Teorema 7.4 y el Corolario 7.2.

Ejercicio 7.7. Dado el sistema

1

‘=@

disefiar un controlador PI, K(s) = ky + k—; para obtener error estético nulo y un tiempo de crecimiento t. < 1s.
Estimar el sobrevalor en la respuesta usando (7.13). ¢,Cudl es el sobrevalor efectivo en el sistema?
Ejercicio 7.8. El modelo nominal de una planta es

5(s—1)
(s+1)(s—5)

Esta planta debe controlarse con un lazo en realimentacion de un grado de libertad.

G(s) =

1. Determinar las restricciones en la respuesta al escalén.
2. ¢Por qué es el control de esta planta especialmente dificil? Discutir.
Ejercicio 7.9. Considerar la planta dada por
s—2z
s(s = pp)’

1. Obtener expresiones para los pardmetros k., z., p. del controlador

G(s) =

- S—2z
K(s) =k
(6) = ke Pe
de forma tal que los polos de lazo cerrado estén todos en s = —1.

2. Tabular los parametros del controlador y cotas para el sobrevalor y el subvalor? de la respuesta al
escalon del sistema a lazo cerrado para los siguientes casos:

Casol Caso2 Caso 3

z, 0.5 0.5 0.2
Pp -0.5 0.2 0.5
ke
Zc
Pc

Ysob Z

Ysub Z

3. Con los valores calculados simular el sistema a lazo cerrado y medir los valores efectivos de sobrevalor
y subvalor obtenidos. Comparar con las cotas tedricas.

Caso1l Caso 2 Caso 3

Ysob =
Ysub =

2Tomar un tiempo de establecimiento t. al € = 3% de aproximadamente t. = 7s.



Capitulo 8

Realimentacion de Estados vy
Observadores

8.1 Panorama del capitulo

La teoria de sistemas lineales que vimos da la base para la teoria de control lineal. En este capitulo introduci-
mos los conceptos y técnicas de control en sistemas descriptos por variables de estado. So6lo consideraremos
sistemas estacionarios.

La teoria de control lineal involucra la modificacién del comportamiento de un sistema de m entradas, p
salidas y n estados

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t),

gue llamamos la planta o ecuacion de estados en lazo abierto, mediante la aplicacion de una realimentacion
lineal de estados de la forma

(8.1)

u(t) = Nr(t) — Kx(t), (8.2)

donde r(t) es el nuevo nombre para la sefial de entrada. La matriz K es la ganancia de realimentacion de
estados y N la ganancia de precompensacion.
La substitucion de (8.2) en (8.1) da la ecuacion de estados en lazo cerrado

x(t) = (A— BK)x(t) + BNr(t)
y(t) = Cx(t).

Es obvio que el sistema a lazo cerrado también es lineal y estacionario. La Figura 8.1 representa el esquema
de control por realimentacion de estados para un sistema SISO. El control es estatico, pues v depende sélo

(8.3)

I
r u, X X :y
o—it N B J > C o0
| |
| |
| A : |
| |
Lo ___ —____bL_______ I
K [

Figura 8.1: Realimentacion de estados

de valores presentes de x y r.

89
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Cuando los estados del sistema no pueden medirse, se recurre a estimarlos mediante un observador de
estados, que reconstruye x a partir de mediciones de y y u.

La combinacion de un observador y realimentacion de estados es un controlador dinamico por realimen-
tacion de salida, esquematizado en la Figura 8.2.

K Observador

Figura 8.2: Realimentacion de salida con observador

En este capitulo veremos
e técnicas de disefio de K para

— estabilizaciéon (ubicacion de polos),
— esquemas de regulacién y seguimiento (desempefio y robustez),

e técnicas de disefio de observadores.

La meta a alcanzar:

saber disefiar un sistema de control lineal por realimentacion de salida (via
realimentacion de estados + observador) para satisfacer especificaciones
deseadas de estabilidad, desempefio y robustez.

En la primera mitad del capitulo introducimos las técnicas para sistemas SISO. En la segunda, presen-
tamos una técnica para sistemas MIMO. Veremos otra técnica (0ptima) para sistemas MIMO en el capitulo
que sigue.

8.2 Nota Histoérica

Rudolph E. Kalman, considerado uno de los investigadores mas influyentes en
teoria de control, fue el lider en el desarrollo de una teoria rigurosa de sistemas
de control durante los afios 1960’s. Sus contribuciones incluyen las nociones de
variable de estados, controlabilidad, observabilidad, control por realimentacion de
estados, y el principio de superposicion de control y observacion.

Durante 1960-1961, desarrollg, junto a Richard Bucy, el estimador 6ptimo hoy

conocido como “filtro de Kalman”, ampliamente usado en sistemas de navegacion,
. radares, y sonares, y también en campos tan diversos como procesamiento de datos
- sismicos, plantas nucleares, instrumentacion y econometria.
R.E. Kalman (1930-) Nacido en Budapest, Hungria, estudié en el MIT, y recibié su doctorado de la

Columbia University (1957). Hoy es profesor emérito de estudios de postgrado de la
University of Florida, y ad personam chair del Swiss Federal Institute of Technology en Zurich, Suiza.t

8.3 Realimentacion de Estados

Comenzamos con sistemas SISO y el esquema de control de la Figura 8.1, suponiendo por el momento
N = 1 para simplificar la notacion.

INota histérica extraida de un articulo de Eduardo Sontag en el SIAM News, 6/94.
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Una propiedad de sistemas lineales esencial en la realimentacion de estados es la de controlabilidad.
Nuestra primer observacion importante es que

La controlabilidad de un sistema es invariante con respecto a realimen-
tacion de estados.

Teorema 8.1 (Invariancia de la contr olabilidad). El par (A — BK, B), para cualquier vector K", es con-
trolable siy sélo si el par (A, B) es controlable.

Demostraciéon. La matriz de controlabilidad del sistema a lazo abierto (8.1) es
C=[B AB,A’B,...,A"'B],

y la matriz de controlabilidad del sistema a lazo cerrado (8.3) es
Ck =[B.(A—- BK)B,(A— BK)?B, ..., (A—BK)"1B].

No es dificil chequear que C y Ck estan relacionadas de la forma

1 —-KB —-K(A-BK)B ... —K(A—BK)”_zB
0 1 —KB —K(A—BK)"_3B

Ck =C 0 0 1 —K(A—BK)"_4B
0 0 0 1

nxn

Notar que como K es 1 x ny B es n x 1, todas las entradas de la matriz que multiplica a C son escalares.
Como esta matriz es no singular, el rango de C es igual al rango de Ck. Asi (8.1) es controlable si y s6lo si
(8.3) es controlable. O

Aunque la controlabilidad es invariante con respecto a la realimentacion de estados, la observabilidad no
lo es, como se ve en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 8.1. El sistema

mn:B ﬂmn+mum

y(®)=[1 2 x(1)

es controlable y observable, ya que las matrices de controlabilidad ¢ = [B a8] = [$ 2], y observabilidad
0 =[&] =13%2], son no singulares.
El control por realimentacion de estados u(t) = r(t) — [3 1]x(t) en (8.4) lleva al sistema a lazo cerrado

(8.4)

(t) = [(1) g] x() + m u(t)
y(t)=1[1 2] x(t).

La matriz de controlabilidad de (8.5) es Cx = [ 3], que es no singular y comprueba que el sistema realimen-
tado es controlable. Sin embargo, la matriz de observabilidad de (8.5) es O = [1 3], que es singular, por lo
que el sistema con esta realimentacion no es observable.

(8.5)

La observabilidad de un sistema no es invariante con respecto a reali-
mentacion de estados.

El siguiente ejemplo ilustra lo que puede conseguirse con realimentacion.

Ejemplo 8.2. La planta

x(t) = B ﬂ x(t) + [(1)] u(t)
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tiene una matriz de evolucién con polinomio caracteristico
A(s)=(s—1)°-9=5"-25—8=(s—4)(s+2),

y, como se ve, autovalores 4y —2, por lo que es inestable. Consideremos un control u = r — [k; k»2]x, con el
gue el sistema a lazo cerrado queda

(11 )l
_ [1—3"1 3_1k2]x-|- [(1)] '

La nueva matriz de evolucion tiene el polinomio caracteristico

Ak(s)=(s—1+k)(s—1)—3(38— k)
=35>+ (kg —2)s + (3ko — k; — 8).

Estéa claro que las raices de Ax(s) o, equivalentemente, los autovalores del sistema a lazo cerrado pueden
ubicarse en cualquier posicién mediante una eleccién adecuada de k; y k.

Por ejemplo, si los dos autovalores se ubican en —1 + 2, el polinomio caracteristico deseado es (s + 1 —
Jj2)(s+1+,2) =s?>+2s+5. Igualando ky —1 =2y 3k, —k; —8=5da k; =4y ko, = 17/3. Asi la ganancia
de realimentacion K = [4 17/3] moverd los autovalores de 4, —2 a —1 £ 2.

El ejemplo muestra que la realimentacién de estados permite ubicar los autovalores del sistema reali-
mentado en cualquier posicion, y que la ganancia de realimentacién K puede calcularse por substitucion
directa.

Sin embargo, el método del ejemplo no es practico para mayores dimensiones. Mas aun, no queda claro
que rol jugé la controlabilidad en esta asignacion de autovalores.

Para formular un resultado general de ubicacién de autovalores recurrimos a la forma candnica del con-

trolador, vista en el Capitulo 4: SiC = [B, AB, ..., A""1B] es no singular, el sistema (8.1) puede llevarse a la
forma
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
x(t) = : : : - ol x() || u(t
(t) : : : oo (t) | +] u(t) (8.6)
0 0 0 1 0
—Qp —Qp-1 —Qp-p . —Ou 1

}’(t):[n Br-1 Bo—2 - .31]7((0,

mediante el cambio de coordenadas X = Px, donde

'a,,_l Ap—2 ... O O1 1
Ap—2 Ap—3 ... Q1 1 0
p-1— [B AB A2B . A"_]'B] : . : : o (87)
Qo a1 0 0 0
ai 1 ... 0 0 O
1 0o ... 0 0 0

La funcién transferencia G(s) queda dada por

Bis" 4+ Bes" P 4 4B
S"+a1s"l s+t

G(s) = (8.8)
Teorema 8.2 (Asignacion de autovalores). Sila EE (8.1) es controlable, entonces mediante la realimenta-
cién de estados v = r — Kx, donde K es un vector real constante 1 x n, los autovalores de A — BK pueden
ser asignados arbitrariamente, siempre que los autovalores complejos conjugados se asignen en pares.

Demostracion. Si (8.1) es controlable puede llevarse a la forma (8.6). Denotemos con Ay B las matrices en
(8.6). Asi tenemos que A = PAP~! y B = PB. Puede verse también que

C2[B,AB, ..., A™1B] = P[B,AB, ..., A1B] = PC, (8.9)
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por lo que P! = CC~! y la matriz de la extrema derecha en (8.7) es C.
Substituyendo X = Px en la realimentacion de estados da

u=r—Kx=r—KP x2r—Kx,

donde K = KP~!. Puesto que A— BK = P(A— BK)P~1, vemos que A — BK y A — BK tienen los mismos
autovalores.

Ahora, de cualquier conjunto de n autovalores deseados podemos formar el polinomio caracteristico
deseado

Ak(s) = s"+a;s"t + -+ ap. (8.10)
Si elegimos K = [a, — a,, ..., a, — ap,@; — aq], la ecuacion de estado de lazo cerrado deviene (en las
nuevas coordenadas)
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
x(t)=| : : : o x@) ] u()
0 0 0 1 0
_C_Xn _an—l _dn—Q _al 1

}/(t):[ﬁn Bn-1 Bp-2 - 51])_((1').

Por estar en forma companion, el polinomio caracteristico de (A— BK), y consecuentemente el de (A— BK),
es (8.10). Asi el sistema realimentado tiene los autovalores deseados.
Finalmente, la ganancia de realimentacion en las coordenadas originales es, usando (8.9),

K =KP=KCC.

En lazo cerrado, la funcién transferencia del sistema cambia de (8.8) a

Bis" " +P2s" -+ B
ST+ a1s"t + s+ Ay
lo que muestra que si bien hemos movido los polos del sistema, sus ceros han quedado invariantes. Esta es
una propiedad general:

La realimentacion de estados puede mover los polos de una planta pero no
tiene ningun efecto sobre los ceros.
Esta propiedad explica por qué la realimentacién de estados puede alterar la propiedad de observabilidad,
ya que uno o mas polos pueden ubicarse mediante realimentacién para cancelar ceros del sistema, lo que
vuelve esos modos inobservables.

Resumimos los pasos para calcular K en el siguiente procedimiento:

Gr(s) = (8.11)

Procedimiento para asignacién de autovalores (via forma candnica)

1. Obtener los coeficientes a1, as, ..., a, del polinomio caracteristico A(s) del sistema a lazo abierto.
2. Formar las matrices de controlabilidad C = [B, AB, ..., A-1Bly
Qpo1 Qpop ... ag a; 171

an2 ap3...ar 10

C=1|: Lo
o a1 ... 0 0O
Qi 1 .. 0 00
1 0O .. 00O
3. Elegir los coeficientes &y, @s, . . ., @, del polinomio caracteristico deseado Ax(s) y determinar la ga-

nancia de realimentacién en coordenadas de x

K=lan—ap ..., —Qz,...,01 —a1].

4. Determinar la ganancia de realimentacion en coordenadas originales

K = KCc™t.
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8.3.1 Otra receta para calcular K

Un método alternativo para calcular K involucra la soluciéon de una ecuacion de Lyapunov (mediante la
funcion MATLAB lyap , por ejemplo). Este método, sin embargo, tiene la restriccion de que los autovalores
deseados no pueden ser ninguno de los autovalores de A.

Procedimiento para asignacién de autovalores (via Lyapuno v)
Considerar un par (A, B) controlable, donde Aes n x ny B n x 1. Encontrar un vector real 1 x n K tal que
(A — BK) tenga cualquier conjunto de autovalores deseados que no contenga autovalores de A.

1. Elegir una matriz n x n cualquiera F que tenga los autovalores deseados.

2. Elegir un vector 1 x n cualquiera K tal que (F, K) sea observable.

3. Calcular solucién dnica T de la ecuacion de Lyapunov AT — TF = BK.

4. Calcular la ganancia de realimentacion K = KT~ 1.

Una ventaja del tltimo método es que se extiende directamente al caso MIMO. Daremos su justificacion
en la préxima clase.

8.4 Estabilizacion

Si una ecuacion de estado es controlable, sus autovalores pueden asignarse arbitrariamente mediante reali-
mentacion de estados. Veamos qué se puede hacer cuando la ecuacion de estado no es controlable.
Toda ecuacion de estado incontrolable puede llevarse a la forma

)_(.c _ [\c /2\12 Xc EC
=L & o) 612
donde (A., B.) es controlable. Como la matriz de evolucién en (8.12) es block triangular, los autovalores de

la matriz en las coordenadas originales son la unién de los autovalores de A. y A:. La realimentacion de
estados

Cc

u=r—Kx=r—Kx=r—[k k] [)_(C]
lleva al sistema a lazo cerrado
|:j(:::| — [\c_ BcKl /2\12 ___BCK2:| |:)_(c:| + [Bc] r. (813)
C

0 Az Xz 0
Vemos de (8.13) que los autovalores de Az no son afectados por la realimentacién, y por lo tanto no pue-
den modificarse. Por lo tanto, la condicion de controlabilidad de (A, B) no sélo es suficiente sino también
necesaria para asignar todos los autovalores de (A — BK) en posiciones deseadas.

Definicion 8.1 (Estabilizabilidad). El sistema (8.12) es estabilizable si Az es Hurwitz? y el par (A., B.) es
controlable.

La propiedad de estabilizabilidad es una condicibn mas débil que la de controlabilidad para alcanzar
estabilidad a lazo cerrado. Es equivalente a pedir que los autovalores no controlables sean estables.

8.5 Regulacion y Seguimiento

El problema de regulacion se da cuando la referencia es nula r = 0; se pretende basicamente que el sistema
sea asintéticamente estable y que la respuesta a condiciones iniciales producidas por perturbaciones tienda
a cero.

El problema de seguimiento (o del servomecanismo) se da cuando se pretende que la salida reproduzca
asintéticamente (que tienda a) la referencia r(t). Es comun que la referencia sea un valor constante r(t) =
a,Vt > 0. El problema de regulacion es un caso particular del de seguimiento con a = 0.

2Tiene todos sus autovalores con parte real negativa.
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Si el sistema es controlable, sabemos que podemos asignar los autovalores del lazo cerrado calculando
K para obtener la matriz de evolucion A — BK. La respuesta del sistema realimentado entonces esta dada
por

t
y(t) = Ce(A—BK)tX(O)+C/ e(A—BK)(t—T)Br(T) dr.
0

Asi, el problema de regulacion (r(t) = 0) queda resuelto si K se calcula para que A — BK sea Hurwitz, ya
gue entonces

y(t) = CeA=BRx(0) £2°% 0 para toda condicion inicial x(0).

Para el problema de seguimiento de referencia constante r(t) = a # 0, ademas de que A — BK sea
Hurwitz, requerimos una condicién en la ganancia de precompensacion N, para que y(t) 2% 5,

t
y(t) — Ce(A_BK)tX(O)—I-NC (/ e(A_BK)(t_T)Bd'T> a t_—>oi> 2
—_—— 0

t—oo

—0
s N / CelA-BKoBde =1
0

& NC(sI—A+BK)™'B|_, =1
1

¢ N=—Ca—Bry 6

(8.14)

Como C(s/ — A+ BK)~1B es la funcion transferencia a lazo cerrado

Bis" +- -+ B,
s"+a1s"t 4+ an,

GK(S) =

la condicion (8.14) es equivalente a N = a,/8,. Obviamente, es condicién necesaria que 8, # 0.

Para regulacion: Es necesario que (A, B) sea controlable. Se requiere entonces
e disefiar K para que todos los autovalores de A — BK tengan parte real negativa.

Para seguimiento de referencias constantes: Es necesario que (A,B) sea controlable yv B, =
lims—o C(s/ — A)~1B # 0. Se requiere entonces

e disefiar K para que todos los autovalores de A — BK tengan parte real negativa,
e diseflar N = —1/C(A— BK)™!B.

La condicién de controlabilidad del par (A, B) puede relajarse a la de estabilizabilidad. La restriccion
estara en que no habra entonces control total de la velocidad de convergencia del error. Si hubiera modos no
controlables muy cercanos al eje jw, la respuesta podria ser demasiado lenta u oscilatoria para considerar
la regulacion y seguimiento satisfactorios.

Ejemplo 8.3 (Seguimiento de referencia constante). En el segundo ejemplo de la clase pasada calcula-
mos la ganancia de realimentacién K = [4, 17/3] que asigna los autovalores a lazo cerrado del sistema

- (B B )

en —1 £ /2. Supongamos que el sistema tiene la salida y(t) = [1, 0]x(t), que se pretende que siga asintoti-
camente referencias constantes. La funcién transferencia del sistema a lazo cerrado resulta
s—1

6x(8) = Zi 5575

Como Gk(0) = —1/5 # 1, y(t) tendera a —a/5 para una referencia constante r(t) = a.
Incorporamos precompensacion redisefiando u(t) = Nr(t) — Kx(t), con

N = —5.



8. Realimentacidn de Estados y Observadores 96

Figura 8.3: Respuesta sin precompensacion Figura 8.4: Respuesta precompensada

La Figuras 8.3 y 8.4 muestran la respuesta del sistema a lazo cerrado a un escal6n unitario en r(t) siny
con precompensacion. La funcién transferencia del sistema a lazo cerrado con precompensador resulta
—55+5
$2+25+5’

Ejemplo 8.4 (Efecto de incer tidumbres en el modelo). Retomemos el sistema anterior, pero supongamos
que existe un error en el modelo usado para el disefio de control y la planta real tiene una matriz de evoluciéon

t—00

Gr(s) = Gr(0) =12 y(t) 2= a.

3 1

1 3
A:AO+AA:[ ]4—05 0

0 —0.5]

es decir que los autovalores a lazo abierto estén en [4.464, —2.464], en vez de [4, —2]. La funcién trans-

09

07

05

03

01

01 4

03 o

05 4

07 4

09 T T T T T T T T T

Figura 8.5: Respuesta del sistema con incertidumbre

ferencia del sistema real compensado con la ganancias K y N calculadas en base al modelo nominal es
ahora

—55+5
s2+ 25+ 8.0833

y, aunque la estabilidad se ha conservado, la propiedad de seguimiento se ha perdido. Este esquema de
control no tiene desempefio robusto; requiere conocer la planta con exactitud.

éK(S) =

Ejemplo 8.5 (Efecto de perturbaciones ala entrada de la planta). Sea ahora el mismo sistema, con el
modelo correcto, pero con una perturbacién constante w = 0.5 a la entrada de la planta.

La transferencia desde w a y no estara precompensada, y por lo tanto se originara un error estatico
proporcional al valor de 8,w/&,. Otra vez, se conserva la estabilidad pero se pierde el seguimiento.



8. Realimentacidn de Estados y Observadores 97

w
O r-—-———-="-=-"----"-"-="-="=-="=-="=-="=-—"=-=-=-= 1
] |
| . |
r u X X
o N | B I N A
: :
| |
| A |
| |
o - - ______ |
K

8.5.1 Seguimiento Robusto: Accion Integral

Introducimos un esquema robusto de seguimiento de referencias constantes con propiedades de rechazo
de perturbaciones de entrada constantes. El esquema se basa en aumentar la planta agregando un nuevo
estado x, que integra el error de seguimiento,

X;=r—y=r—Cx,

como se muestra en la Figura 8.6.

Figura 8.6: Esquema de seguimiento robusto

La EE del sistema original con perturbacion de entrada es

X =Ax+ Bu+ Bw
y =Cx.
de modo que el sistema aumentado a lazo abierto queda
X A 0 [x B
=L )L
X
y=1[C 0 H |

La realimentacion de estados u = — [k ][ », ] da el sistema a lazo cerrado de la Figura 8.6

- 1

X
A—BK —Bk,

La idea entonces es disefiar [K, k.| para que la matriz de evolucién [ _¢ o ] en (8.15) sea Hurwitz. En
particular, la estabilizacion de x, implicitamente produce el seguimiento deseado, ya que

(u+w)+ [(1)]r

lim x,(t) =0= lim y(t)=r.
t—00 t—00

Cabe preguntarse si el sistema aumentado seréa controlable . . . .
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Teorema 8.3 (Contr olabilidad de la planta aumentada con un integrador). Si (A, B) es controlable y si
G(s) = C(sl — A)7'B no tiene ceros en s = 0, los autovalores de la matriz de evolucién aumentada

[A=8K ~Bk ] en (8.15) pueden asignarse arbitrariamente seleccionando la matriz de realimentacion [K, k,].
Demostracion. Ver Chen (1999, p. 244-245). O

En términos de polos y ceros: si la planta tuviera un cero en s = 0, su conexion en cascada con el integrador
de x, produciria una cancelacion polo-cero inestable y haria que la planta aumentada sea no controlable.

Propiedades de seguimiento y rechazo de perturbaciones. Intercambiando el orden de los sumadores
donde entran w y —Kx en la Figura 8.6 obtenemos el diagrama de bloques de la Figura 8.7, donde

_ w
A N(s) a 1 o
= = |—A+ BK) "B,
G(s) Bs) C(s + )
_ r N y
con D(s) = det(sl — A+ BK). La respuesta del k& G(s) 0
sistema en dominio s es entonces: -

kaiv(s) IS/(S)
~ sD(s ~ D(s ~
9) = ke O+ e )
sbLs) e Figura 8.7: DB equivalente.
kyN(s) 2(s) + sN(s) ¥ (s)

= sD(s) + ko N(s) sD(s) + kaN(s) i

Si la referencia y la perturbacién de entrada son
constantes, r(t) = a, w(t) = b, entonces 7(s) = a/s y w(s) = b/s, y la salida del sistema a lazo cerra-
do es

o klis)  a NGs)
Y(S)—SD(S)+kaN(5) s sD(s)+ koN(s)

Finalmente, usando el Teorema del valor final, valido pues el lazo cerrado es estable, y la hipétesis de que
N(0) # 0, obtenemos que

Jlim y(t) = lim s y(s)

B k,N(0) 0- N(0)
= 0-D(0) + k,N(©0) ° T 0-D(0) + k,N(0) -
=1-a+0-b=a

El sistema rechazara perturbaciones constantes y seguird referencias constantes — ambas de valor no
necesariamente conocido — aln frente a incertidumbres de modelado de la planta, siempre que el lazo
cerrado permanezca estable.

8.6 Observadores

El control con realimentacién de estados asume la disponibilidad de las variables de estado. Este puede
no ser el caso en la practica, ya sea porque ciertos estados no son medibles, o es muy dificil o muy caro
medirlos.

Para implementar una realimentacién de estados, entonces, debemos disefiar un dispositivo dinamico,
llamado observador o estimador de estados, cuya salida sea una estima del vector de estados.

En esta seccién introduciremos observadores de orden completo, donde el observador tiene el mismo
orden que la planta — es decir, estimamos todo el vector de estados. Denotamos con x(t) a la estima de
x(t).

Consideramos entonces el sistema
x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t),

donde A, By C son conocidas, y la entrada u(t) y salida y(t) son medibles, aunque no el estado x(t). El
problema es estimar x(t) de esta informacién.

(8.16)
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8.6.1 Una primer solucién: Observador alazo abierto
Conociendo Ay B, podemos duplicar la ecuacién de estados original construyendo el sistema
x(t) = A%(t) + Bu(t). (8.17)

Este sistema podria construirse en forma electrénica con amplificadores operacionales, o, discretizado, me-
diante un programa en una computadora y una placa de entradas/salidas, como podria ser un PLC moderno.

Esta duplicacion es un observador a lazo abierto (Figura 8.8). Si los sistemas (8.16) y (8.17) tuvieran las
mismas condiciones iniciales, entonces para toda entrada u(t) tendriamos que X(t) = x(t),Vt > 0.

u X X y
o B S > C 0
A
=~ - - - - - -—--=- |
I X X X
4+ B f >
| |
| |
| |
| P |
| A ~ |
| |

Figura 8.8: Observador en lazo abierto

El problema se reduce entonces a estimar el estado inicial. Si el sistema es observable, su estado inicial
x(0) puede computarse a partir de u(t) e y(t) sobre cualquier intervalo, digamos [0, t;]. Con x(0) calculamos
x(t2), ta > t1, y asi poniendo X(t2) = x(t») y obtenemos £(t) = x(t)Vt > to.

En conclusion: si el sistema es observable podemos usar un observador en lazo abierto para estimar el
vector de estados.

Sin embargo, el observador en lazo abierto tiene las siguientes importantes desventajas:

1. Hay que calcular el estado inicial cada vez que usemos el estimador.

2. Si la matriz A tuviera autovalores con parte real positiva, entonces la menor diferencia entre x(t;) y
%(tp) para algin to haria que el error de estimacion X(t) £ x(t) — £(t) crezca con el tiempo.

8.6.2 Una solucién mejor: Observador alazo cerrado

Notemos que aunque ambas u(t) e y(t) estan disponibles, s6lo hemos usado u(t) para construir el obser-
vador a lazo abierto.

Usamos entonces y(t) para mejorar el disefio anterior introduciendo una correccion proporcional al error
de estimacion en la salida

y(t) = Clx(t) — x(1)).

Inyectamos en el disefio anterior la sefial de correccion L(y(t) — CX(t)), donde L es una matriz n x 1 de

ganancia constante.

Si no hay error, no se hace correccion.

Pero si hay error, un disefio apropiado de L podra hacer que el error de estimacion tienda asintéticamente
a cero.

El esquema obtenido (Figura 8.9) se llama observador a lazo cerrado, observador asintético, o simple-
mente observador.

De la Figura 8.9, las ecuaciones del observador son

x(t) = A%(t) + Bu(t) + L(y(t) — cx(t))
= (A— LCO)X(t) + Bu(t) + Ly(t). (8.18)
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u X X y
o B J > C 0
A €

C T T T T

I I

I L () 1

I - I

I I

I C I

I I

I A I

I Y x X X

Figura 8.9: Observador en lazo cerrado

u X X y
© B S > C 0
A €
[
I I
| B |
I I
! I
! I
X : X X I
«— J L |
! I
I I
LSSy Ye |
I I

Figura 8.10: Observador en lazo cerrado
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Definamos el error de estimacion

%(t) = x(t) — %(¢).

Veamos qué condiciones debe cumplir L para que X(t) tienda asintticamente a cero. Derivando X(t) y
substituyendo (8.16) y (8.18), obtenemos

X(t) = x(t) — x(t)
= Ax(t) + Bu(t) — (A= LC)x(t) — Bu(t) — LCx(t)
= (A= LO)x(t) — (A= LC)X(1)
= (A—-LO)X(1). (8.19)

La ecuacion (8.19) gobierna la dinamica del error de estimacion. Si todos los autovalores de (A — LC) se
pudieran asignar de forma que tengan parte real menor que, digamos, —o, con ¢ > 0, entonces el error de
estimacién en todos los estados decreceria a una velocidad mayor o igual a e=*.

Asi, aunque hubiera un error grande en los estados iniciales, el estado estimado X(t) podra aproximarse
al estado real x(t) rapidamente.

Teorema 8.4 (Asignacion de Autovalores en Observadores). Dado el par (A, C), todos los autovalores de
(A — LC) pueden asignarse arbitrariamente seleccionando un vector real L siy s6lo si (A, C) es observable.

Demostracion. Recurriendo a la dualidad control/observacion, el par (A, C) es observable siy solosi (A7, CT)
es controlable. Si (A™, CT) es controlable todos los autovalores de (A7 — CT K) pueden asignarse arbitraria-
mente mediante una eleccion adecuada de K. La transpuesta de (A" — CTK) es (A — KT C) y por lo tanto
L=KT. O

Asi, los mismos procedimientos usados para calcular la matriz de realimentacion de estados K sirven
para calcular la matriz L del observador.

Resumimos el procedimiento dual al de la ecuacion de Sylvester. Consideramos el sistema n-dimensional
SISO

x(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t). (8.20)

Procedimiento de disefio de obser vador

1. Elegir una matriz Hurwitz n x n cualquiera F que no tenga autovalores en comun con los de A.
2. Elegir un vector n x 1 cualquiera L tal que (F, L) sea controlable.

3. Calcular la solucién anica T, no singular, de la ecuacion de Sylvester TA— FT = LC.

4. Entonces la ecuacion de estados

z(t) = Fz(t) + TBu(t) + Ly(t) (8.21)

£(t) =T 1z(t)
genera una estima asintdtica de x(t).

Definamos el error como X = z — Tx. Asi,de TA = FT + LC obtenemos
(t) = z(t) — Tx(t) = Fz(t) + TBu(t) + LCx(t) — TAx(t) — TBu(t)
= Fz(t)+ LCx(t) — (FT + LO)x(t) = F(z — Tx(t)) = FXx(t).

Como F es Hurwitz, el error debe tender asintéticamente a cero.

8.6.3 Observador de orden reducido

Si el par (A, C) es observable, usando la matriz no singular
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como cambio de base llevamos la matriz A a una forma companion donde

0 1 ... 0 0
A=0a07" = | | : L
0 o ... 1 o0 (8.22)
0 0 0 1
—Q0p —Op-1 —Q2 —0
C=cot'=[1 0 ... 0 0].

En estas coordenadas la salida queda como el primer estado, y asi, no es necesario construir un observador
para estimar todo el estado, sino solamente los n — 1 restantes. Este observador es de orden reducido.

Procedimiento de disefio de obser vador de orden reducido

1. Elegir una matriz Hurwitz (n — 1) x (n— 1) cualquiera F que no tenga autovalores en comun con los de
A.

2. Elegir un vector (n — 1) x 1 cualquiera L tal que (F, L) sea controlable.

3. Calcular la solucion unica T, no singular, de la ecuacién de Sylvester TA— FT = LC. Notar que T es
una matriz (n— 1) x n.

4. Entonces la ecuacién de estados de orden n — 1

z(t) = Fz(t) + TBu(t) + Ly(t)
o-[f"l

genera una estima asintdtica de x(t).

El disefio de observadores via la resolucion de la ecuaciéon de Sylvester es conveniente porque el mismo
procedimiento sirve para observadores completos y reducidos y, como veremos, también para sistemas
MIMO.

8.7 Realimentacidon de estados estimados

Consideremos nuevamente la planta

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t).

Si (A, B) es controlable, la realimentacion de estados v = r — Kx asignara los autovalores de (A — BK) en
cualquier posicion deseada. Silas variables de estado no estan disponibles para la realimentacién podemos
construir un observador.

Si (A, C) es observable, podemos construir un observador de orden completo o reducido con autovalores
arbitrarios. Discutimos aqui sélo el caso de observador completo

x(t) = (A= LC)x(t) + Bu(t) + Ly(t).

La estima X(t) se aproximara asintéticamente a x(t) a una velocidad determinada por la eleccion de L.
Como X(t) converge a x(t), es natural aplicar la realimentacion de estados a la estima X(t)

u(t) = r(t) — Kx(t),

como se muestra en la Figura 8.11. La conexion controlador-observador, es efectivamente un controlador
dinamico que realimenta la salida.
Tres dudas basicas surgen frente a la conexién controlador-observador:

1. Los autovalores de A — BK se obtienen de u = r — Kx. ¢ Seguiremos teniendo los mismos autovalores
conu=r—Kx?
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Figura 8.11: Realimentacién de estados estimados

2. ¢ Afectara la conexion a los autovalores del observador?
3. ¢Cual sera el efecto del observador en la funcién transferencia a lazo cerrado?

Para contestar a estas preguntas recurrimos a las EE que describe el sistema completo (juntando las del
sistema y las del observador y con u = r — KX):

x| _[A -BK x|y B
2| T |Lc A-Lc—Bk||2] " |B|"
X

y=1[C 0 [X]
Consideremos la transformacion de equivalencia
[x] [ x ] _ [t 0][x]apl[x
{ =L =1 20 2o ] 629
Notemos que P~! = P. La transformacion (8.23) lleva al sistema controlador-observador a la forma

[x] _[A-BK BK X B
=] o o A-crc||x| T{o]"

X

y=1[C 0 [X]

Como la matriz de evolucién es block-triangular, los autovalores del sistema completo son la unién de los
autovalores de A — BK y A — LC. Esto implica que el estimador no afecta la realimentacion de estados
original; tampoco son afectados los autovalores del observador por la realimentacion de estados.

Propiedad de separacién de contr ol y observacion: Los disefios del control por
realimentacion de estados y el observador pueden realizarse en forma independiente.

Finalmente, notemos que la EE

i = W2 B+ )
y=ic ol

evidencia los modos controlables y los no controlables. Asi, vemos que los modos del error de estimacion
X(t) son no controlables, por lo que no apareceran en la funcién transferencia del sistema completo, que
gueda determinada por la ecuacién de estados de orden reducido

x=(A—BK)x + Br

c es decir: G(s) = C(sl — A+ BK)™!B.
y=Lx,
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8.8 Realimentacion de estados — caso MIMO

Si el sistema considerado

x=Ax+ Bu
y=Cx
tiene p entradas, la ganancia de realimentacion de estados K en u = —Kx tiene p x n elementos; es decir,

hay un “exceso” de grados de libertad, ya que en principio sélo necesitamos n ganancias para asignar n
autovalores a lazo cerrado del sistema.

En el caso de una sola entrada, existe una Unica solucion K para una dada configuracién de autovalores
a lazo cerrado elegida. En el caso multi-entrada la ganancia K que da los autovalores a lazo cerrado elegidos
no es Unica ¢,Cudl elegir entonces?

Este “exceso” de grados de libertad puede llegar a ser un problema si no esta claro como aprovecharlo.

Existen varias formas de atacar el problema de eleccién de K en el caso multi-entrada, entre ellas:

1. Disefio ciclico. Reduce el problema a uno de una entrada y aplica las técnicas conocidas.
2. Disefio via ecuacion de Sylvester. Extiende el método de la ecuacion de Sylvester a multi-entrada.

3. Disefio canénico. Extiende la férmula de Bass-Gura usando la forma canénica multi-entrada del con-
trolador.

4. Disefo 6ptimo. Calcula la matriz K en forma éptima.

Desarrollaremos los tres primeros. El disefio 6ptimo, que es una forma sistematica de utilizar todos los
grados de libertad disponibles, lo trataremos en el capitulo siguiente.

MATLAB la funcion K = place(A,B,P) es vdlida en el caso multi-entrada, y permite asignar los autova-
lores especificados en P, inclusive repitiendo autovalores un niimero maximo de veces igual al nUmero de
entradas.

Antes de entrar en los métodos de disefio, vale remarcar que los resultados de controlabilidad y asig-
nabilidad de autovalores se extienden al caso multivariable. Los resumimos en los siguiente teoremas; las
pruebas siguen de cerca el caso SISO y no las repetimos.

Teorema 8.5 (Contr olabilidad y realimentacion — MIMO). El par (A — BK, B), para cualquier matriz real
p X n K, es controlable siy sélo si (A, B) es controlable.

Teorema 8.6 (Asignabilidad de autovalores — MIMO). Todos los autovalores de (A — BK) pueden asig-
narse arbitrariamente (siempre y cuando los autovalores complejos conjugados se asignen en pares) eligien-
do la matriz constante real K siy sélo si (A, B) es controlable.

8.8.1 Disefio Ciclico

En este método transformamos el problema multi-entrada en uno de una entrada y después aplicamos los
métodos de asignacion de autovalores del caso SISO.

Definicion 8.2 (Matriz Ciclica). Una matriz A se dice ciclica si su polinomio caracteristico es igual a su
polinomio minimo.

Recordemos:

e Toda matriz A satisface su polinomio caracteristico A(A\) = det(A/ — A) = 0, por el Teorema de Cayley-
Hamilton.

e El polinomio minimo de una matriz A es el polinomio de minimo orden W(\) para el que W(A) = 0.

e El polinomio minimo de una matriz A es igual al caracteristico si y sélo si hay un y solo un bloque de
Jordan asociado a cada autovalor distinto de A.
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Ejemplo 8.6.
A 0 0 0 A 0 0 0
0 X 1 © o x 1 0
A=10 o A 1 =10 o X O
0 0 0 X 0 0 0 X

La matriz A; es ciclica: \; tiene s6lo un bloque de Jordan de orden 1 y A, sélo uno de orden 3.
La matriz A; no es ciclica: A; tiene un bloque de Jordan de orden 1 pero ), tiene dos, uno de orden 2 y
uno de orden 1.

Teorema 8.7 (Controlabilidad con p entradas = contr olabilidad con 1 entrada). Si el sistema de orden
n con p entradas (A, B) es controlable y si A es ciclica, entonces para casi cualquier vector px 1 V, el sistema
de 1 entrada (A, BV) es controlable.

No probamos este resultado pero mostramos su validez intuitivamente.
Como la controlabilidad es invariante bajo transformacién de coordenadas, asumimos A en forma de
Jordan. Para ver la idea basica consideremos el ejemplo siguiente:

210 0 0 0 1 X
021 0 0 0 0 y X

A=|0 02 0 0| B=|1 2 BV:B[Vl]za (8.24)
000 -1 1 4 3 2 *
000 0 -1 10 B

Hay s6lo un bloque de Jordan asociado a cada autovalor; por lo tanto A es ciclica. La condicion para que
(A, B) sea controlable en estas coordenadas es que la tercera y Ultima fila de B sean distintas de cero.

Las condiciones necesarias y suficientes para que el par de una entrada (A, BV') sea controlable son a #
y B # 0 en (8.24). Como

a:V1+2V2,y [3:v1

entonces o 0 B es cero siy solosi vy =00 vy /v, = —2. Asi, cualquier V que notengav; =00 vy = —2v, va
a hacer (A, BV) controlable.
El vector V € R? puede asumir cualquier valor
en R? que no esté en la unién de las dos lineas A
mostradas en la Figura 8.12. La probabilidad de
gue un V elegido aleatoriamente caiga sobre estas T2
lineas es nula, y por lo tanto, para casi todo V el par
(A, BV) sera controlable. +1
La condicién de que A sea ciclica es esencial.
Por ejemplo, el par 1 2 n
A=[383] B=[3}]
002 10

es controlable, puesto que las filas 2 y 3 de B son
linealmente independientes. Sin embargo, no hay
ningun V tal que (A, BV) sea controlable (dos blo-
gues de Jordan asociados al mismo autovalor y una )
sola entrada). Figura 8.12: R?

Si todos los autovalores de A son distintos, en-
tonces hay sélo un bloque de Jordan asociado a cada uno, y por lo tanto la matriz es ciclica.

V1=0

Teorema 8.8 (Ciclica por realimentacion). Si (A, B) es controlable, entonces para casi toda matriz p x n
real constante K, la matriz (A — BK) tiene autovalores distintos y, por lo tanto, es ciclica.

No es dificil ver que la probabilidad de que, eligiendo K al azar, los autovalores de Ay (A— BK) coincidan
es nula. Este resultado, junto con el anterior, nos da el procedimiento para asignar los autovalores de
(A — BK) en los lugares deseados.
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Procedimiento de asignacién de autovalores por disefo ciclico
1. Si Ano es ciclica, introducir u = w — K1x tal que A £ A— BK; sea ciclica. Como (A, B) es controlable,
también lo es (A, B).

2. Elegiruna V € RP*! tal que (A, BV) sea controlable.
3. Introducir w = r —V K,x, donde K, € R'*" sea tal que los autovalores de A— BV K, sean los deseados.

4. Larealimentacion final es u = r — (K; + VK>)x.

En MATLAB, partiendo de matrices A,B y autovalores a lazo cerrado deseados en el vector P:

>> (np) = size(B);

>> K1 = rand(p,n);

>> V = rand(p,l1);

>> K2 = place(A-B*K1,BV,P);
>> K = K1 + V*K2;

K1 e

A

VK>

Figura 8.13: Realimentacion por disefio ciclico

8.8.2 Disefo via Ecuacion de Sylvester

El método de disefio via la solucién de una ecuacidn de Sylvester se extiende al caso multi-entrada. Sea un
sistema controlable de orden ny p entradas (A, B). El problema es encontrar una matriz p x n real constante
K tal que (A — BK) tenga cualquier conjunto de autovalores deseados siempre que no contenga ningin
autovalor de A.

Procedimiento de asignacién de autovalores por disefio via ecuacién de Sylvester
1. Elegir una matriz n x n F con el conjunto de autovalores deseados — que no contenga ninguno de A.

2. Elegir una matriz p x n arbitraria K tal que (F, K) sea observable.
3. Hallar la tnica soluciéon T en la ecuacion de Sylvester AT — TF = BK.
4

. Si T es singular, elegir una K distinta y repetir el proceso. Si T es no singular, K = KT,y (A — BK)
tiene el conjunto de autovalores deseados.

Si T es no singular, la ecuacion de Sylvester y KT = K implican
(A-BK)T=TF o A-BK=TFT!

y asi A— BK y F son similares y tienen los mismos autovalores. A diferencia del caso SISO, donde T
es siempre no singular, en el caso MIMO T puede ser singular aln cuando (A, B) es controlable y (F, K)
observable.
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8.8.3 Diseflo Candnico

Este disefio extiende a MIMO el procedimiento que seguimos para derivar la formula de Bass-Gura en SISO.
La derivacién es complicada, pero como realmente muestra la esencia de la realimentacion de estados, lo
presentamos para un ejemplo.

La idea es llevar al sistema a la forma canénica multientrada del controlador. Supongamos que tenemos
un sistema de orden 6, 2 entradas y 2 salidas, es decir, A € R*¢, B € R®*2,y C € R?*®,

Primero buscamos columnas linealmente independientes en

C=[B, AB,..., A°B]

en orden de izquierda a derecha. Supongamos que los indices de controlabilidad son pu; =4y u, = 2.3
Entonces existe una matriz no singular P tal que el cambio de coordenadas X = Px transformara el
sistema a la forma candnica multi-entrada del controlador

—Q111 —Q112 —QA113 —QA114 —Q121 —Q122 1 bip
1 0 0 0 0 0 0 O
. 0 1 0 0 0 0 _ 0 0
X = 0 0 1 0 0 0 X+ {0 0
—Qo11  —Q212 —0213  —0214 —Qu21  —Q22 0 1
0 0 0 0 1 0 0 O

y = -ﬁlll Bi12 P11z Bra Pion P -

_ﬁ211 Bo12 Bo1z Poia Porr Lo

Ahora, de cualquier conjunto de 6 autovalores deseados podemos formar el polinomio

Ak(s) = (54 + d11153 + 511252 + 1135 + 5114)(52 + @215 + Q222).

Eligiendo K como

-1 - _ _ _
s 1 b Q111 — Q111 Q112 — Q112 113 — X113 Q114 — A114
0 1 Q211 — Q211 Q1o — Q212 Q13 — Q213 Q14 — Q14 Qo2 — Qo1 Qlooo — Q222
se puede verificar facilmente que
—Q111 —Qr2 —Q113 —Q14 0 0
1 0 0 0 0 0
o 0 1 0 0 0 0
A—-BK = 0 0 1 0 0 0
—0211 —O212 —0O213 —Q214 —Qop1 —Oox
0 0 0 0 1 0
Como (A — BK) es triangular en bloques, para cualesquiera a»:;, i = 1,2, 3, 4, su polinomio caracteristico es

igual al producto de los polinomios caracteristicos de los bloques diagonales de 6rdenes 4 y 2. Como estos
bloques estan en forma companion, el polinomio caracteristico de (A — BK) es igual al deseado. Finalmente
K = KP ubica los autovalores de A — BK en las posiciones deseadas.

8.9 Observadores — MIMO

Todo lo que discutimos sobre observadores en el caso SISO vale para el caso MIMO; para el sistema de n
estados, p entradas y g salidas

x=Ax+ Bu
y=Cx

3Es decir, en las n columnas LI de C hay 4 de la entrada 1, y 2 de la entrada 2.
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el problema de observacion consiste en usar la entrada v y la salida medida y para obtener una estima
asintotica x del estado del sistema x. Como en el caso SISO, el observador estd dado por las ecuaciones

x=(A-LC)X+ Bu+Ly.
Este es un observador de orden completo. Definiendo el error de estimacion como en el caso SISO,

() 2 x(t) — %(t),
llegamos a que la dindmica del error esta dada por

x=(A-LO)x.
Si el par (A, C) es observable, entonces los autovalores de (A — LC) pueden asignarse arbitrariamente por
medio de una eleccidon adecuada de L. Asi, la velocidad de convergencia de la estima X al estado actual x
puede hacerse tan rapida como se quiera.*

Los mismos métodos vistos para calcular K y asignar los autovalores de A — BK pueden usarse para

calcular L y asignar los autovalores de A— LC. Por ejemplo, en MATLAB, dados los autovalores deseados en
el vector P, usamos

>> L = place(A’,C,P);

8.9.1 Observador MIMO de orden reducido

Presentamos el procedimiento de Chen (1999) via ecuacién de Sylvester.

Procedimiento de disefio de obser vador MIMO de orden reducido

Sea el par (A, C) observable, donde A € R"™*"y C € R7*". Asumimos que el rango de C es ¢ (es decir, todas
las salidas son L.i.).
1. Elegir una matriz Hurwitz cualquiera F € R("~9*("=9) que no tenga autovalores en comin con los de
A.

2. Elegir una matriz cualquiera L € R("=9*9 tal que (F, L) sea controlable.
3. Calcular la solucion Gnica T € R("~9*" de la ecuacion TA— FT = LC.

4. Sila matriz P = [%] € R™" es singular, volver al paso 2 y repetir el proceso. Si P es no singular,
entonces la EE

z(t) = Fz(t) + TBu(t) + Ly(t)
=[]l

genera una estima asintotica de x(t).

8.9.2 Nota Histérica

El concepto de observadores puede atribuirse a David G. Luenberger, que lo desarroll6 como resultado
de su tesis doctoral (Stanford University, 1963). Su trabajo incluia los aspectos basicos de observadores,
incluyendo observadores de orden reducido y transformaciones candnicas.

Actualmente, David Luenberger es profesor en el departamento de sistemas econémicos, de ingenieria y
investigacion operacional de la Universidad de Stanford.

8.10 Consideraciones de disefio

Sabiendo ya como asignar autovalores a lazo cerrado por realimentacion de estados, y cédmo disefiar un
observador en caso de que no todos los estados sean medibles, resta decidir donde colocar estos autovalo-
res. Damos ahora algunas pautas a tener en cuenta en esta eleccién. Recordemos que dado el polinomio
caracteristico deseado

Ak(s) =s"+a1s" 4+ a,l.

4Sin embargo, esto no necesariamente implica que el error pueda reducirse arbitrariamente. Puede mostrarse que ceros y polos
de la planta con parte real positiva imponen una limitacion a la minima “energia” del error, f0°° %7 (t)%(t)dt, lograble eligiendo L. Hay
casos en que no puede reducirse a cero.
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la féormula de Bass-Gura daba la ganancia de realimentacion (SISO)

4-1

'an_l QAp—2 ... Qo Q1 1
_ T
an — Qp Qp—> Qp-3 ... a1 1 0
K = - C_l, (8.25)
Q> — Qo 6 %)) a1 L. 0 0 0
a1 — Qg s 1 L. 0 0 0
| 1 o ... 0 0 0
dondeC =[B,AB,..., A~1B] es la matriz de controlabilidad del sistema.

Notamos de (8.25) que K sera mayor en magnitud (norma):

e cuanto mas se desplacen los autovalores respecto de las posiciones de lazo abierto (mayores diferen-
cias entre «; y @),

e cuanto mas cerca de ser singular esté C (cuanto menos controlable sea el sistema, mayor esfuerzo
llevara controlarlo).

8.10.1 Dificultades de la realimentacion de ganancia elevada

Si se desea estabilizar el sistema, habra necesariamente que mover autovalores al lado izquierdo del plano
complejo. Sin embargo, moverlos excesivamente a la izquierda implicard usar una K elevada. Una K elevada
tender& a hacer saturar los actuadores, trayendo efectos indeseados en el desempefio del sistema.

Si bien la estabilidad es un punto esencial en el disefio, no es el (inico; existen también requerimientos
de velocidad de respuesta, sobrevalor, etc.

La velocidad del sistema queda definida por su “ancho de banda”, definido como la frecuencia a partir de
la cual la magnitud de la respuesta en frecuencia del sistema comienza a decaer significativamente (3 dB).

El ancho de banda queda determinado por los autovalores dominantes, es decir, aguellos cuya parte real
es mas cercana al origen (los de transitorios de decaimiento mas lento).

El mover los autovalores excesivamente a la izquierda implica también un lazo cerrado de gran ancho de
banda, que puede amplificar incertidumbres en el modelo y perturbaciones de alta frecuencia.

Ademas, si lo autovalores a lazo cerrado se sitlan a distancias desparejas del origen, el esfuerzo de
control no ser eficientemente distribuido, lo que implica desperdicio de energia.

Resumiendo, para una eleccién razonable de los autovalores:

e Elegir el ancho de banda suficientemente grande como para alcanzar los requerimientos de velocidad
de respuesta deseados.

e No excederse en el ancho de banda — ojo a los efectos de ceros de fase no minima (subvalor excesivo),
y el ruido y la incertidumbre de modelado en alta frecuencia.

e Ubicar los autovalores a distancias aproximadamente uniformes del origen para un uso eficiente del
esfuerzo de control.

Una configuracion de autovalores comudn que satisface estos lineamientos es la de Butterworth, originaria
de teoria de filtrado. La configuracién Butterworth se define por 2 pardmetros: la frecuencia de corte wp y el
orden k. La ubicacién de los autovalores queda definida por las raices de la ecuacién

Los polinomios cuyos ceros tienen la configuraciéon Butterworth son los polinomios de Butterworth. Los
primeros 4 son:

Bi(s)=s+1

By(s) =s>+V2s+1

Bs(s)=s>+2s°+ 2541

Bi(s) = s* +2.6135° 4+ (2 + V2)s? + 2.6135 + 1.

Los filtros de Butterworth, cuyos denominadores son los polinomios de Butterworth, se pueden calcular en
MATLAB con la funcion
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Jw

/8

W

Jw

k=2

k=3

k=4

Figura 8.14: Configuracién de polos Butterworth para k = 1,2, 3, 4.

>> [Num,Den]

= butter(N,W0,’s’)

Como veremos en detalle en el ultimo capitulo, la configuracion Butterworth tiene propiedades de opti-

malidad.

8.10.2 Resumen del proceso de disefio

Arquitectura de control

Especificaciones

Modelo matematico

Ganancias de control

Observador

8.11 Resumen

Chequeo de robustez

no
¢, OK?

Si

Simulacién

Construccién y ensayo

Figura 8.15: Proceso de disefio

Vimos dos métodos para calcular la ganancia de realimentacion de estados K para asignar los autovalores
de la matriz de evolucion A — BK del lazo cerrado en las raices de un polinomio caracteristico deseado:

Ak(s)=s"+a;s" +---+a,l.
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El primer método usa la formula

'an_l Qp—2 ... Q> Q1 1
— T
a, —a, Qp_o Qp_3 ... ap 1 O
K= : ct
Qs — oo (e ) aq ... 0 0 O
(il — Q1 a1 1 . 0 0 0
|1 0 ... 0 0 O]
gue se conoce como Férmula de Bass-Gura, donde a;, as, . . ., a, son los coeficientes del polinomio carac-
teristicode A, yC =[B,AB, ..., A"~1B] es la matriz de controlabilidad del sistema a lazo abierto.
Funciones Uutiles en MATLAB
e pol=poly(A)  calculalos coeficientes pol=[ 1,a3,ao,..., a,] del polinomio caracteristico de la matriz

A
e CC=ctrb(A,B) calcula la matriz de controlabilidad C.
o lop=fliplr(pol) invierte el orden de los coeficientes en el vector pol ; osealop=[ a,,..., az,a1,1].

e R=hankel(fliplr(pol(1:n-1))) arma la matriz

ap-1 Ap-—2 ... 02 A1 1
op-2 Ap-3 ... a1 1 0

R=1{: : . :::

g [0 5 . 0 00

ai 1 .. 0 00

1 0 ..000
La siguiente secuencia en MATLAB calcula K en la formula de Bass-Gura, de AB y polK=[ 1,as,...,a&,]
(polinomio deseado):
>> pol = poly(A);
>> n = length(pol);
>> R = hankel(fliplr(pol(1:n-1)));
>> K = (polK(2:n-1) - pol(2:n-1))*inv(R)*inv(ctrb(A,B));

El segundo método resuelve la ecuacién de Lyapunov generalizada (también llamada de Sylvester)
AT — TF = BK,

donde F es una matriz cualquiera con los autovalores a lazo cerrado deseados (distintos de los de A) y K un
vector fila arbitrario tal que (F, K) sea observable. Entonces

K=KT™1.
En MATLAB
>> T = lyap(A,-F,-B*Kbar);

>> K

Kbar*inv(T);

Tarea de estudio  Ver la justificacién del segundo método en Chen (1999, § 8.2.1, paginas 239-41).

Convenientemente, MATLAB tiene la funcion K = place(A,B,P) que calcula K para ubicar los autovalores
en los valores dados en el vector P. Restriccion: no permite repetir autovalores.
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8.12 Ejercicios

Ejercicio 8.1. Calcular un control por realimentacion de estados u = r — Kx para estabilizar el sistema del
péndulo invertido dado por las EE

01 0 0 0
_foo —1of 1
1o o o 11" ]o
00 5 0 2
y=[1 0 0 0]x

ubicando los autovalores del lazo cerrado en —1.5 + 0.5y —1 £ . Utilizar los dos procedimientos dados y
comparar las ganancias de realimentacion obtenidas.

Simular la respuesta del sistema realimentado a un escaldn unitario en la referencia. Calcular la cota
inferior tedrica para el subvalor en la respuesta y comparar con los valores observados en la simulacién.
¢, Cual es el compromiso de disefio si se quisiera hacer la respuesta a lazo cerrado mas rapida?

¢,Como se altera la respuesta si se recalcula una K para ubicar uno de los autovalores a lazo cerrado
sobre el cero estable del sistema?

Ejercicio 8.2. Redisefiar el controlador para el sistema del Ejemplo 8.3 incorporando accion integral segun el
esquema de la Figura 8.6. Verificar por simulacion las propiedades de robustez y rechazo de perturbaciones
del lazo cerrado introduciendo incertidumbres de modelado y perturbaciones de entrada.

Ejercicio 8.3. ¢Es posible cambiar la funcion de transferencia a lazo abierto

G(s) = % ala de lazo cerrado  Gi(s) = w353

mediante realimentacion de estados? ¢ Sera el sistema resultante BIBO estable? ¢Y asintéticamente esta-
ble? ¢Qué puede decirse para

G(s) = % al lazo cerrado Gy (s) = =557

Ejercicio 8.4. Encontrar la ganancia K en u = r — Kx para asignar en —1y —2 los autovalores a lazo cerrado
del sistema

< [2 el
y=[1 1]x

Ejercicio 8.5. Disefiar un observador de orden completo y uno de orden reducido para estimar los estados
del sistema del Ejercicio 8.4. Elegir los autovalores de los estimadores dentro del conjunto {—3, —2 £ j2}.

Ejercicio 8.6. Calcular la funcion transferencia de r a y del sistema a lazo cerrado del Ejercicio 8.4. Repetir
el célculo si la realimentacién se aplica al estado estimado con el observador de orden completo disefiado
en el Ejercicio 8.5. Repetir pero ahora con la estima obtenida del observador de orden reducido. ¢Son las
tres funciones transferencia la misma?

Ejercicio 8.7. Considerar el disefio del control de posicion del motor de corriente continua del ejemplo tuto-
rial en Matlab.

1. Implementar el sistema con controlador en SIMULINK. Simular la respuesta a un escalén en r, y a un
escalon de torque de perturbacién aplicado 0.1 segundos mas tarde.

2. Disefiar un observador de orden reducido. Asignar los autovalores del observador de modo que no
afecten la respuesta especificada para el sistema.

3. Incorporar el observador al modelo SIMULINK y aumentar el valor del momento de inercia del motor en
un 20%. Repetir el ensayo de respuesta a un escalon de la referencia y perturbacion de torque. ¢Se
conserva el desempefio? ¢Cual es la maxima perturbacion admisible?



8. Realimentacidn de Estados y Observadores 113

Ejercicio 8.8. Para el sistema dado por

0 1 00 0 O
0 010 0 O
A= -3 1 2 3 B= 1 2
2 1 00 0 2

encontrar 2 matrices K tales que los autovalores de A — BK sean —4 £ 3y —5 =+ j4.



Capitulo 9

Intr oduccién al Contr ol Optimo

9.1 Introduccién

El método de disefio combinado de observador y realimentacién de estados que vimos en el capitulo pasado
es una herramienta fundamental en el control de sistemas en variable de estados. Sin embargo, no es
siempre el método mas Util; tres dificultades obvias:

1. La traduccién de especificaciones de disefio a ubicacion de polos no es directa, especialmente en
sistemas complejos; ¢ cudl es la mejor configuracion de polos para especificaciones dadas?

2. Las ganancias de realimentacion en sistemas MIMO no son Unicas; ¢cual es la mejor ganancia para
una configuracién de polos dada?

3. Los autovalores del observador deben elegirse méas rapidos que los del controlador, pero, ¢tenemos
algun criterio adicional para preferir una configuracion a otra?

Los métodos que introduciremos en este capitulo dan respuestas a éstas preguntas. Veremos que las
ganancias de realimentacién de estados, y del observador pueden elegirse de forma que minimicen un
criterio de optimizacion dado.

El criterio particular que veremos es un funcional cuadratico del estado y la entrada de control,

J(x(t), u(t)) = /tT [x"(T)Qx(T) + u” (T)Ru(T)] dT,

donde Q y R son matrices constantes (aungque no necesariamente) semi-definida y definida positivas res-
pectivamente.

El control que se obtiene de minimizar este criterio es lineal. Como el criterio se basa en funcionales cua-
draticos, el método se conoce como lineal-cuadratico (LQ: linear-quadratic), del que se obtiene el regulador
lineal cuadratico (LQR).

Criterios similares de optimizacion se siguen para el disefio de observadores, sélo que el funcional de-
pende del error de estimacion, y se basa en una caracterizacion estadistica de los ruidos que afectan al
sistema. Este estimador éptimo lineal-cuadratico se conoce como el filiro de Kalman.

Cuando se combinan la ganancia de realimentacion de estados LQ con el filtro de Kalman, obtenemos
lo que se conoce como un controlador lineal-cuadratico-gaussiano (LQG). (Lo de gaussiano viene de la
caracterizacion estadistica del ruido empleada.)

Como material de estudio para este capitulo recomendamos Bay (1999, Capitulo 11) y Friedland (1986,
Capitulos 9, 10y 11).

9.1.1 EI Principio de Optimalidad

Para entender la idea de criterio de optimizacién en variable de estados, la introduciremos con sistemas de
tiempo discreto, que son mas simples.

El estado de un sistema discreto describe una trayectoria haciendo transiciones discretas de un estado a
otro bajo el efecto de una entrada también aplicada en tiempo discreto.

114
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Cuando se asocia un criterio de optimizacién al sistema, cada transicion de estado tiene asociado un
costo o penalidad. Por ejemplo, pueden penalizarse las transiciones de estado que se alejan demasiado del
estado final deseado, o las acciones de control de valores demasiado elevados. A medida que el sistema
evoluciona de estado en estado, los costos se suman hasta acumular un costo total asociado a la trayectoria.

llustramos el concepto con el grafo de la Figura 9.1, que representa 8 estados de un sistema discreto con
sus transiciones posibles. El estado inicial es el 1, y el final el 8. El sistema pasa de un estado a otro en cada
tiempo k determinado por la entrada u[k] y las ecuaciones x[k + 1] = Ax[k] + Bulk].

Las transiciones posibles se representan
por los arcos que conectan el estado inicial 4
al final a través de los estados intermedios.
El costo asociado a cada transicion se repre-
senta con la letra J; por ejemplo, el costo de
moverse del estado 3 al 5 es Jss.

Asumiendo que los costos se acumulan en
forma aditiva, vemos que la trayectoria marca-
da en rojo, por ejemplo, tiene un costo total
J13 + S35 + Js6 + Jes- ) . .

Como hay varias rutas alternativas del es- Figura 9.1: Posibles trayectorias de 1 al 8.
tado 1 al 8, el costo total dependera de la tra-
yectoria elegida. La sefial de control u*[k] que determina la trayectoria de menor costo es la estrategia
Optima. Como ya veremos, en sistemas de tiempo continuo, la acumulacién de costos se representa me-
diante integracion, en vez de suma.

La herramienta matematica que usaremos para determinar la estrategia 6ptima es el principio de optima-
lidad de Bellman.

En cualquier punto intermedio x; en una trayectoria éptima entre xp y X, la
estrategia desde x; al punto final x; debe ser en si una estrategia éptima.

Este obvio principio nos permitira resolver en forma cerrada nuestros problemas de control 6ptimo. Tam-
bién se usa en el cémputo recursivo de las soluciones 6ptimas en un procedimiento llamado programacion
dindmica.

9.1.2 Nota Histérica

El nacimiento del control éptimo se atribuye al problema del braquistocrono,
propuesto por el matematico suizo Johann Bernoulli en 1696. El problema consis-
tia en determinar cudl, entre todas las trayectorias posibles, era la que llevaba a
una particula (sin rozamiento) en el menor tiempo posible, desde un punto A a un
punto B en el mismo plano vertical, sujeta solo a la accion de la gravedad.

A

Johann Bernoulli
(1667-1748)

M B
Braquistocrono

Una formulacién matematica moderna del problema del braquistocrono es la siguiente: encontrar la sefial
u(t) i
control [V(t)] que lleve al sistema

x(t) = u(t)v/y(t)
y(t) = v(t)Vy(t)
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desde el punto [}2] al punto [}2] en minimo tiempo, sujeto a la restriccion u? + v2 = 1. Tipico problema de
control optimo.

9.2 Control LQ discreto

Consideremos el sistema en tiempo discreto definido port
X1 = Axk + Bug, x €R", ueRP. (9.1)

El problema de control que queremos resolver es: Encontrar la secuencia de control u, que lleve al siste-
ma (9.1) de la condicion inicial x; = xg al estado final xy = x¢, minimizando el funcional cuadrético

N
Jin = %XXI—SXN + % Z x,z—ka + u,Z-Ruk. (9.2)

-1
k=i

El funcional (9.2) puede interpretarse como el costo total de la transicion de x; a xy y, en particular, el término
xj; Sxy penaliza el error en alcanzar el estado final deseado.

Las matrices de peso S, Q@ y R pueden seleccionarse para penalizar ciertos estados/entradas mas que
otros. Como veremos, las matrices S y Q deben ser semi-definidas positivas, y la R definida positiva.
9.2.1 Transicion [N — 1] — [N]

Para encontrar el control a aplicar al sistema de forma que se minimice (9.2), supongamos que estamos en
el paso N — 1 de la trayectoria 6ptima. Asi, el costo (9.2) de la transicionde N — 1 a N es

In—in = % (X,CSXN + X/C_lQXN—l + U,—C_l RUN_l) (9.3)

Usando (9.1), substituimos xy como una funcién de uy_1, o que da

In—an = %((AX/\/—1 + Bun_1)" S (Axn_1 + Bun_1)
+ X/z/—_lQXN—l + U7\;_1 RUN_l).
Como J es cuadrético en u, podemos minimizarlo diferenciando

0= T In_1n
Oun—_1
= BT S(Axn—1 + Bun—1) + Run—1
= (R+B"SB)un-1+ BT SAxy_1. (9.4)

De (9.4) obtenemos el Ultimo elemento de la secuencia de control 6ptima
U1 =—(R+B7SB) ' BTSAxy_1, (9.5)
gue resulta ser un minimo, ya que

8 In—1n

=R+ B'SB>0.
2 + >

Como vemos, (9.5) es un control lineal por realimentaciéon de estados de la forma habitual

*
Uy_y = —Kn-1 Xn-1,

donde

Knv-12 (R+BTSB) 'BTSA. (9.6)

LPara abreviar las expresiones, cambiamos la habitual notacion discreta x[k] a xk.
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El valor del costo minimo Jy,_, , obtenido con uy_; es
Jieon =3 ((Axnos = BKw-xu-1) S (Axo = BKu-1xu-1)
] Qxyor + X,C_lK,C_lRKN_lxN_l) (9.7)
= 31 (A= BKu-1)" S(A = BKn-1) + Q + Ki_y RKn-1 ) xn-s
= %x,—c_lSN_lxN_l, (9.8)
donde definimos Sy_1 2 (A — BKn_1)' S(A — BKn_1) + Q + K],_,RKn_1. La eleccion de la notacion

Sn—1 en (9.8) surge de que si estamos en el paso final N, no hay ninguna accién de control que tomar y
I = Jjn = 3x4 Sxw, es decir,

Sy=S
Ky = (R + BTSNB)_IBTSNA
Sn-1=(A- BKN—l)TSN(A — BKn-1) + Q + K{_1 RKn-1.

9.2.2 Transicién [N — 2] — [N]

Tomamos otro paso para atras en el cémputo del control éptimo y consideremos ahora que estamos en el
paso N — 2. Notemos primero de (9.2) que

In—on = In—2,n—1 + In—1.N-

Por lo tanto, para calcular la estrategia 6éptima para ir del estado en N — 2 al estado final en N, usamos el
principio de optimalidad para deducir que

% *
In_on = In—2an-1+ Iy ne

y asi reducimos el problema al de calcular la estrategia éptima parairde N—2aN—-1(lade N—-1aNya
la obtuvimos).

Asi que ahora el paso N — 1 es el “final”, y podemos usar la misma ecuacion (9.3) pero con N — 1 en vez
de N,y N — 2 en vez de N — 1. Obtenemos

1 (T T T
In—2n—1 = 5 (X{_1 Sn—1Xn—1 + X{_rQXn—2 + Uj_r Run—2)

Igual que antes, podemos minimizar Jy—» y—1 Sobre todos los posibles uy—», y es facil ver que las expresiones
son las mismas perocon N —1envezde N,y N—-2envezde N — 1,

Un_o = —Kn—2 Xn—-2,
donde

KN—2 é (R + BTSN_lB) _lBTSN_lA.

9.2.3 Transicion [k] — [N]

Retrocediendo en los pasos N — 2, N — 3,..., k, se generan la siguientes expresiones recursivas para el
control 6ptimo

U;: = —Kka (9-9)
Kk =(R+B"Sks1B) BT Sii1 A (9.10)
Sk = (A= BKi) " Sis1(A — BKy) + Q + K[ RK. (9.11)

Notar que la ecuacién en diferencias (9.11) de Sy se resuelve para atras, comenzando en Sy = S. El
costo 6ptimo de k a N es J; , = 5x] S

El conjunto de ecuaciones (9.9), (9.10) y (9.11) representa el controlador LQ completo para el sistema
discreto (9.1), que resulta, en general, inestacionario.

La ecuacion en diferencias (9.11) se conoce como la ecuacion matricial en diferencias de Riccati. El
hecho de que se resuelva para atras en el tiempo le da a Ky la peculiaridad de que los transitorios aparecen
al final del intervalo [k, T], en vez de al principio.
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Ejemplo 9.1 (Control LQ en tiempo discreto). Simulamos el sistema

o & sl 0= [

con el controlador LQ 6ptimo que minimiza el costo
5 0 . ;2 o0
_ 1.7 1 T 2
J = 35x50 {0 5] X0+ 3 kg_l X [0 0.1] Xk + 2u.

Las siguientes lineas de cddigo MATLAB computan Ky y xx en lazo cerrado.

% Costo

Q=[2 0;0 0.1];R=2;S=diag([5,5]);

k=10;

% Sistema

A=[2 1;-1 1];B=[0;1];x0=[2;-3];

% Solucion de la ecuacion de Riccati

while k>=1

K(k,:)=inv(R+B'*S*B)*B"*S*A,;

S=(A-B*K(k,:))*S*(A-B*K(k,:))+Q+K (K, I*R* Kk,
k=k-1;

end

% Simulacion del sistema realimentado

X(:,1)=x0;

for k=1:10

X(:,k+1) = A*X(:,k)-B*K(k,:)*x(:,k);

end

La matriz de realimentacion K, debe calcularse en tiempo invertido y almacenarse para ser aplicada
posteriormente al sistema en tiempo normal.

xlkl X
xolk] o

k

Figura 9.2: Evolucion del estado en lazo cerrado

Aungue la planta a lazo abierto es inestable (autovalores en % + @), vemos que el estado es estabilizado
asintoticamente por uy. Notar que la planta a lazo cerrado es inestacionaria, ya que el control lo es.

La Figura 9.2 muestra la evolucién de las ganancias de control. Podemos comprobar que sus valores
cambian mas sobre el final del intervalo, mas que al comienzo, donde permanecen casi constantes.
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25 T
kalk] X
o ko[k] o

15

0.5

-0.5

Figura 9.3: Evolucion de las ganancias K|[k] = [ki[k], kz2[k]]-

9.3 Control LQ en tiempo contin uo

La deduccion del control 6ptimo LQ para el sistema en tiempo continuo,
x(t) = Ax(t) + Bu(t), (9.12)

sigue los mismos pasos que el de tiempo discreto, s6lo que las “transiciones” se reducen a “incrementos
infinitesimales. El costo es ahora

J(x(to), u(to), to) = £x7 (tr)Sx(t) + %/ f (xT()@x(t) + u” (t)Ru(t))dt.

to

Haciendo tender los incrementos a cero se obtienen los equivalentes de tiempo continuo de las ecuaciones
(9.9), (9.10) y (9.11), que definen el control 6ptimo LQ en este caso (ver detalles en Bay (1999, §11.1.2)),

u*(t) = —K(t)x(t) (9.13)
K(t) = RT1BT P(t)x(t) (9.14)
P(t) = P(t)BR™IBTP(t) — Q — P(t)A — AT P(t). (9.15)

La ecuacion (9.15) es la famosa ecuacion diferencial matricial de Riccati, que, como en el caso discreto,
también debe resolverse hacia atras en el tiempo, con condiciones “iniciales” P(tf) = S.
Como en el caso discreto:

e El control 6ptimo LQ es una realimentacién lineal de estados, aunque inestacionaria.

e Los “transitorios” en P(t) y K(t) ocurriran sobre el final del intervalo [ty, tf].

Pero, la ecuacion diferencial (9.15) es en general de dificil soluciéon. Aun, haciéndolo numéricamente,
¢c0mo pueden guardarse los (infinitos) valores de P(t) calculados en tiempo invertido para ser aplicados
luego al sistema?

Esta dificultad lleva a buscar una solucion 6ptima estacionaria, K(t) = K, que surge de considerar el
caso de horizonte infinito tf — oo.

9.4 Control LQ de Horizonte Infinito

La Figura 9.3 del ejemplo sugiere que si hacemos tender el tiempo final a co las soluciones de la ecuacion
de Riccati permanecerian constantes en el valor del instante inicial. Bajo esta suposicién, P(t) = 0, y (9.15)



9. Introduccién al Control Optimo 120

se convierte en la ecuacion algebraica de Riccati (ARE)?
PA+ATP+Q - PBR™BTP =0, (CARE)
con el correspondiente control 6ptimo LQ (ahora estacionario)
u*(t) = —Kx(t) = —R7IBT Px(t).
En el caso discreto tenemos S, = S, que da de (9.11), (9.10)
S=ATSA-ATSB(R+BTSB)'BTSA+Q (DARE)
K= (R+BTSB)'B"SA

En rigor, no sabemos aun si estas soluciones algebraicas de “régimen permanente” resuelven los corres-
pondientes problemas éptimos de horizonte infinito. Analizamos este punto a continuacion.
Queremos controlar el sistema

x(t) = Ax(t) + Bu(t)

con una realimentacion estéatica de estados u(t) = —Kx(t) tal que se minimice el funcional de costo
o0
J= / (X7 ()Qx(t) + uT (H)Ru(t)) d.
0

Con la realimentacion, el sistema a lazo cerrado queda
x(t) = (A - BK)x(t) (9.16)

incurriendo en un costo
o0
J= / (xT(£)Qx(t) + xT (t)KRKx(t))dt.
0
La solucion de (9.16) es x(t) = eA=BK)tx; que reemplazada en la expresion del costo da

J=x] ( / =Bt (Q + KTRK) e<A—BK>fdt) X0
0
£ x! Pxg. (9.17)

Recordando el Teorema de Lyapunov, que viéramos en el §3, sabemos que el sistema x = (A — BK)x es
asintéticamente estable si y sélo si la matriz P definida en (9.17) es la Unica solucién definida positiva de la
ecuacion de Lyapunov

(A-=BK)'P+P(A—BK)+Q+K'"RK =0. (9.18)

Por lo tanto, para cualquier ganancia K que estabilice asintéticamente el sistema, la matriz P solucién de
(9.18) dara un costo finito.
Supongamos que consideramos en particular K = R~*B7 P. Substituyendo esta K en (9.18) obtenemos

0=(A-BR'B"P)"P+P(A-—BR'B"P)+Q+ PBR™'BTP
—ATP—PBR™BTP+ PA—PBRBTP+Q+ PBRBTP
=ATP+PA+Q~-PBRB'P,

gue es exactamente la ecuacion algebraica de Riccati (CARE). Por lo tanto, la solucién del problema de
control 6ptimo LQ con horizonte infinito esta dado por la solucién de la ecuaciéon (CARE), cuando ésta existe.
El mismo resultado vale en el caso discreto.

Esto no quiere decir que las soluciones de las ecuaciones (CARE) o (DARE) seran Unicas. Si existe una
solucion Unica que estabilice al sistema, entonces es la éptima.

Cabe entonces la pregunta: ¢Cuéndo existird una solucion de las ecuaciones algebraicas de Riccati, y
bajo qué condiciones sera Unica? La respuesta la dan los siguientes resultados:

2Algebraic Riccati Equation.
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Teorema 9.1. Si (A, B) es estabilizable, entonces, independientemente del peso S, existe una solucién es-
tatica finita P (S) de la ecuacion diferencial (diferencia) de Riccati (9.15) ( (9.11)). Esta solucion sera también
una solucion de la ecuacién algebraica de Riccati correspondiente, y sera la solucién 6ptima en el caso de
horizonte infinito.

Teorema 9.2. Sila matriz de peso Q puede factorearse en la forma Q@ = T7 T, entonces la solucién estéatica
P (S) de la ecuacion diferencial (diferencia) de Riccati es la Unica solucion definida positiva de la correspon-
diente ecuacion algebraica si y solo si (A, T) es detectable.

En conclusion, si (A, B) es estabilizable y (A, T) detectable, existe una solucién Gnica de (CARE) ((DARE))
gue da la ganancia éptima de realimentacion. Con MATLAB, K se puede calcular con K = Igr(A,B,Q,R)
(continuo) y K = dIgr(A,B,Q,R) (discreto).

9.5 Estimadores Optimos

Uno de los factores mas importantes en el desempefio de sistemas de control, a menudo no tenido en
cuenta, es el efecto de perturbaciones y ruido. Todos los sistemas estan sujetos a ruido, sea en la forma de

e alinealidades de entrada no modeladas,
e dindmica no modelada, o
o sefiales de entrada no deseadas.

En esta seccion trataremos algunos modelos simples de ruido y determinaremos formas de tenerlos en
cuenta en el disefio de observadores y realimentacién de estados.

Consideraremos primero ruido perturbando la observacion del estado de un sistema. Con un modelo
en ecuaciones de estado que incluye ruido, generaremos el mejor observador posible, es decir, el que
mejor rechaza el efecto del ruido. Estos observadores suelen llamarse estimadores, y el particular que
desarrollaremos es el filtro de Kalman.

9.5.1 Modelos de sistemas con ruido
Consideramos el sistema en tiempo discreto

Xg+1 = Axx + Buk + Gy

9.19
Yie = Cxc + wy. ( )

Las nuevas sefiales de entrada vk y wy que aparecen en este modelo son procesos aleatorios, consistentes
en ruido blanco estacionario, con media cero, y no correlacionados entre si. Esto quiere decir que tienen las
siguientes propiedades:

E[viw]=V E[w! w] =
E[v]vj] =0, E[w/w] =0, cuandok #
E[Vk]:() E[Wk]zo

E[v/w] =0. paratodo j, k.

La funcion E[-] denota la media estadistica (para una breve introduccion a procesos aleatorios ver por ejemplo
Friedland 1986, §10).

Consideraremos ademas que el estado inicial x; del sistema (9.19) es en también una variable aleatoria
— ya que raramente podemos conocerlo con exactitud. Consideramos que es ruido blanco, con varianza

E[(Xo — E[Xo]) (XO - E[Xo])T] é 50.

Asumimos que xp no esta correlacionado con vy y wk.

La entrada v se llama ruido de planta, o de proceso, y la entrada wy, que actda a la salida, ruido de
medicion.

El ruido de planta modela el efecto de entradas ruidosas que actian en los estados mismos, mientras que
el ruido de medicion modela efectos tales como ruido en los sensores. La entrada u, es la habitual entrada
de control, considerada deterministica.



9. Introduccién al Control Optimo 122

9.5.2 Filtro de Kalman discreto

Reconsideramos nuestra derivacion anterior del observador, esta vez considerando los efectos de ruido en
la seleccion de la matriz de ganancia L. Esta matriz debera elegirse de forma de dar la mejor estima del
estado del sistema rechazando al mismo tiempo cualquier influencia de los ruidos v, y wk. La eleccion que
haremos define el observador 6ptimo conocido como filtro de Kalman.

Observador actual

Suponiendo por el momento que no hay ruidos (vx = 0 = wy), rederivamos el observador para sistemas
discretos con una ligera variante: Separamos el proceso de observacion en dos etapas:

1. prediccién del estado estimado en k + 1 base a datos en k (estima anterior + entrada actual),

)\fk+1 = A)?k + Buk (920)

2. correccion de la estima en k + 1 con los datos medidos en k + 1.
Rit1 = X1 + L (Vi1 — Cugr) (9.21)

La diferencia con lo derivado anteriormente es que ahora corregimos la estima con la medicién “actual”
(Yk+1 — Vk+1) en vez de utilizar la medicion “vieja” (yx — J«)-
De (9.20) y (9.21), obtenemos la ecuacion del asi llamado observador actual

Rk+1 = ARk + Buk + L(yis1 — C(AR + Buy))
=(A—LCA)X + (B — LCB)uk + Lykt1.- (9.22)

La ecuacion del observador (9.22) difiere significativamente de la que presentamos anteriormente con siste-
mas continuos:

£(t) = (A= LC)R(t) + Bu(t) + Ly(t).
Para el observador actual la dinamica del error esta dada por
Xer1 = (A— LCA)X,

por lo que los autovalores para el observador son los de la matriz (A — LCA), en vez de los de (A — LC)
como vimos antes. En este caso, la observabilidad del par (A, C) no garantiza que se puedan asignar los
autovalores de (A — LCA) arbitrariamente.

Sin embargo, si la matriz A es de rango completo, el rango de CA es el mismo que el de C, y pode-
mos considerar C £ CA como una nueva matriz de salida y asignar los autovalores de (A — LC) como de
costumbre.

El observador actual sera conveniente para derivar el filtro de Kalman discreto, considerando los efectos
de los ruidos v, y wy por separado.

Estructura del obser vador

Siguiendo a Bay (1999, 811), usamos la variante del observador actual para derivar el filtro de Kalman. La
mejor prediccion del estado que podemos hacer cuando hay ruido es el valor esperado

Xk+1 = E[AR¢ + Bue + Gvy]
= AXx + Bu, dado que E[v] = 0.

Esta suele denominarse la estima a priori, porque se hace antes de medir la salida (o sea que no tiene
correccidn). Una vez disponible la salida en el instante k+1, terminamos de armar el observador actualizando
la estima obteniendo la, a menudo llamada, estima a posteriori:

K41 = X1 + L1 Vi1 — CRiqa]- (9.23)

Notar que usamos una ganancia de observacion L variante en el tiempo, lo que, como veremos, es necesario.
En observadores deterministicos, L se seleccionaba para asignar la dinAmica del error de estimacion. En
este caso, ademas, trataremos de minimizar el efecto de los ruidos.
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Criterio de optimizacion

El filtro de Kalman es éptimo en el sentido de que da la mejor estima del estado y al mismo tiempo minimiza
el efecto de los ruidos. Su derivacion surge de minimizar el error de estimacion a posteriori

ek = Xk — Xk.

Como e estéa afectado por ruido, y por lo tanto depende de variables aleatorias, su valor en un instante dado
puede no ser representativo de las bondades de la estimacion. Buscamos entonces tratar de minimizar su
valor “en promedio” para todo el conjunto de ruidos posibles. Definimos entonces la covarianza a posteriori

Sk = E[ekekT].

Cuanto menor sea la norma de la matriz S, menor sera la variabilidad del error de estimacion debida a
ruidos, y mejor el rechazo de éstos.

1

T T
line 1 line 1

0.8 | B 0.8 |

06 |- B 06 |-

0.4 - B 0.4 -

0.2 |- B 0.2 |-

NV

02 L L L L L L 02 L L L L L L
0 50 100 150 200 250 300 350 0 50 100 150 200 250 300 350

Figura 9.4: Dos sefiales ruidosas con mayor (iz.) y menor (der.) variabilidad.

Pretendemos determinar L,; para minimizar la variabilidad del error de estimacion.
: 2 : T
min || E[ex+1]]]” = min E e ; €x41]
Lgt1 Lt1
; T
=min E[tr(ext1€041)]
Lit1

=mintr E[ex+16/,1] = mintr Sey1. (9.24)
Liy1 Lgt1

Para obtener una expresion para Sk 1, derivamos la dindmica del error:

€kl = Xkt1 — Rkt1
= Axx + Buk + Gvk — ARk — Bug — L1 [Cxpgr + Wi — CXiga]
= Axx — AR + Gvie — Lyyr [C[Axk + Buk + Gvi] + wiq1 — C[AR + Buk]]
=[A— Liy1CAlex + [G — Lit1CGlvie — Lipa Wi
= [/ — Lek+1Cl[Aex + Gvi] — Ljr1Wis1-

Usando esta expresion de e, ; obtenemos

Sky1 = E[[(/ — Liy1C)(Aex + Gvi) — Liq1 W1
[(1 = Lis1C)(Aex + Gvi) — Lk+1wk+1]T]
= E[(/ — Le1C)(Aex + Gui)(Aex + Gvi) (1 — Ly )T (9.25)
—2Lys1wies1[ef AT + v GT](I = Lita )T

T T
+ L1 Wit1 Wk+1Lk+1] .
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De las hipotesis sobre las propiedades estadisticas de los ruidos vistas la clase pasada, tenemos que

E[vavk] =V, E[W,(TJF1 Wk+1] =W, [Wk+1 va] =0. (9.26)

Ademas, no es dificil ver que

E[wkrief | = E[wis1 (i — %) ] (9.27)

= E[Wk+1XI;r] — E[Wk_;,_l)?;(r] =0,

ya que xx Y X, no estan correlacionadas con wy.,;. Y por otro lado,

E[vkel] = E[vi(xx — %) 7] (9.28)
= E{wx{] — E[w&{] =0,

ya que xx Y X tampoco estan correlacionadas con v,. 2 Usando (9.26), (9.27) y (9.28) en (9.25), llegamos a
la expresion

Sksr = [/ = L1 C] T [ASKAT + GVGT) [ = LisaC]T + Lea WL, (9.29)

La expresion recursiva (9.29) representa la dinamica de la covarianza del error de estimacion. Esta expre-
sion, sin embargo, no es enteramente Util, pues todavia no conocemos L1, que determinaremos en lo que
sigue.

Determinacion de la ganancia de obser vacion optima

Para determinar el valor de la ganancia Lx+1 que minimiza el criterio de optimizacion (9.24), expandimos
tr Si41 de (9.29) en

tr Sks1 = tr[ASKAT] + tr[GVGT] + tr [Lis1C[ASKAT + GVGTICT L], ] (9.30)
— 2tr [Li1CIASKAT + GVGT]] + tr[LeiWL], ],

Ahora derivamos (9.30) con respecto a Lx+1. Los dos primeros términos dan cero, pues no dependen de
Lx+1. Para los siguientes términos usamos las siguientes propiedades de la derivada de la traza de una
matriz (ver Bay 1999, Apéndice A),

0 = 0 _ T ,T
ax VXYXTI=2XY,  —CulyXxZ]=YTZ".

Asi obtenemos de (9.30)

5]
0= ——1trS
ET k+1

= 2L 441C[ASKAT + GVGT|CT — 2[ASkAT + GVGT|CT + 2Ly1W,

gue tiene como solucién

-1
Lis1 = [ASKAT + GVGT]CT |C[ASKkAT + GVGT]CT + W (9.31)

Esta es la ganancia Optima para el estimador dado por la ecuacion (9.23), y se conoce como la ganancia de
Kalman. Como supusimos, es inestacionaria, ya que depende de Sk, que se obtiene resolviendo la ecuacion
en diferencias (9.29).

3Aunque si lo estan xx,1 Yy vk, dado que xx41 = Axk + Bug + Gv.
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Procedimiento para computar el filtr o de Kalman discreto

Resumimos los pasos necesarios para programar el filtro de Kalman. Partimos del conocimiento de las
propiedades estadisticas, valor esperado y varianza, de los ruidos v, y wg, y la condicion inicial xg.

1.

9.6

Calculamos la estima a priori del estado (prediccién)

Xk+1 = ARk + Bug
inicializada con la estima inicial x,, = E[xo].
Calculamos la ganancia de Kalman de (9.31),
-1
Lis1 = [ASkAT + GVGT]CT |[C[ASKAT + GVGT]CT + W
que inicializamos con la covarianza original Sy, = E[xox{ | = So.

Calculamos la estima a posteriori, corregida con la salida medida y,.; mediante (9.23), que puede
simplificarse a

Xe+1 = (I = L1 C)[ARe + Buk] + Lit1Yi+1-

Calculamos, de (9.29), la matriz de covarianza para la proxima iteracion,

Skt = [ = Ler1CIT[ASKAT + GVGT[I — L1 C)T + Lyt WLE, .

y el proceso se repite el siguiente paso.

Notas

La ecuacion diferencia de Riccati (9.29) que determina la matriz de covarianza Sy se calcula para
adelante en el tiempo, a diferencia del dual caso de control 6ptimo LQ. Esto implica que el filtro de
Kalman puede implementarse en su forma inestacionaria en tiempo real.

El filtro de Kalman derivado es el mejor estimador si los ruidos de proceso y medicion son Gausianos.
Para otras distribuciones probabilisticas, el filtro de Kalman es el mejor estimador lineal.

El filtro de Kalman puede obtenerse también en tiempo continuo, aunque es raramente usado en la
practica, ya que casi siempre se implementa en una computadora digital, para la que la version discreta
es mas natural. La derivaciéon de las ecuaciones es similar al caso continuo, y lleva a una ecuacién
diferencial de Riccati, dual al caso de control LQ (ver Bay 1999, §11.2.3).

Como en el caso de control 6ptimo LQ, también en el caso del filtro de Kalman pueden calcularse
soluciones estacionarias de la ecuacion diferencia (diferencial) de Riccati que determina la matriz de
covarianza. Esta solucién sera “aproximadamente 6ptima”, y Gnica siy solo si (AT, CT) es estabilizarle,
y (AT, TT) detectable, donde GCGT =TT,

En MATLAB, la funcion kalman computa el filtro de Kalman estacionario (continuo o discreto).

Naturalmente, el filtro de Kalman puede combinarse con cualquier control por realimentacion de es-
tados. Cuando el controlador elegido es el 6ptimo LQ, la combinacién da lo que se conoce como
controlador lineal cuadratico gausiano (LQG).

La robustificacion de un regulador LQG mediante agregado de accion integral es exactamente igual
al caso visto en asignacién de polos y se aplica de la misma manera (la accién integral es parte del
disefio de la arquitectura de control, y no del control en si).

Pueden verse algunas aplicaciones industriales del filtro de Kalman en Goodwin et al. (2000) (hay una
copia disponible en IACI).
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9.7 Ejercicios

Ejercicio 9.1. Para el sistema discreto

0.6 0.3 0.03]
Uk

Xk+1 = [0.1 0.8] Xk +

encontrar la secuencia de control que minimiza el funcional de costo

19 5 0
I3 [o l]xk+uz
k=1

Ejercicio 9.2. Para el sistema discreto

wer= % o =]

determinar el control por realimentacién de estados que minimiza el criterio

0.1

o0

10
Jz%- X/T[O O]x,-—i—u?.

i=1

Ejercicio 9.3. Para el sistema

0 1 0
Xkt1= | _g5 1| X + 1] Uk
Yk = [05 1] Xk

disefiar una realimentacion de estados para ubicar los autovalores a lazo cerrado en z = 0.25 + 0.25j.
Disefiar un observador de orden completo estandar, y uno actual. Programar ambos en MATLAB y comparar
sus desempefios mediante simulacion.

Ejercicio 9.4. La medicion ruidosa en tiempo discreto de una constante desconocida a satisface el modelo

Yk = o+ Vg,
donde v es ruido blanco de varianza 2.
1. Determinar un filtro 6ptimo para estimar a.
2. Construir un esquema SIMULINK para evaluar el filtro anterior en régimen permanente.

Ejercicio 9.5. Considerar el problema de medicién en tiempo discreto de una senoide de frecuencia conoci-
da pero amplitud y fase desconocidas, es decir:

yk = Asen(wok + a) + vk,
donde v, es ruido blanco de varianza o?2.
1. Contruir un modelo para generar la senoide.
2. Determinar un filtro éptimo para estimar Ay a.

3. Construir un esquema SIMULINK para evaluar el filtro en régimen permanente.
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