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Asignacién de autovalores por realimentacion
Consideramos el sistema lineal estacionario de una entrada y una salida

X = Ax + Bu, xcR",ucR,

1
@) y = Cx. yeR.

En estas apostillas repasamos cémo asignar los autovalores de este sistema por realimentacién de
estados, 1 = —Kx, mediante una eleccién adecuada de la matriz K € R, Vamos a ver c6mo
calcular K, tanto analiticamente, como con MATLAB. Comenzamos presentando el resultado teérico
que justifica estos cdlculos. Para més detalles ver por ejemplo [1].

La funci6n transferencia G(s) = C(sI — A) !B del sistema (1) es una funcién escalar de la forma

/35”_1+[35n_2+“'+[3
(2) G(S): n : n—1 : n—2 —
§" s F s+ Ay

Vamos a asumir que el sistema (1) — o bien, el par (A, B) — es controlable [1], lo que es equiva-
lente a que la matriz de controlabilidad

C=[B AB ---A"1B] e R"™"

tenga rango completo. Bajo esta condicidn, el sistema (1) puede entonces llevarse a la forma «companion»
llamada forma canénica del controlador

0 1 0 e 0 0
0 0 1 e 0 0
3) x(t) = : : : . ol EE) || u)
0 0 0 e 1 0
|~ —o 1~ —aq 1]

y(t) = [/31’1 /371—1 /371—2 Tt /31] f(t),

mediante el cambio de coordenadas ¥ = Px, donde

-OCn,1 Xy—2 ... X 1

Xpy—2 Xy—_3 ... [24] 1 0

@ P'=[B AB A2B ... A"UB]| ¢ i o i
[2%) [24] 0 0 0

o1 1 ... 0 0 O

! 0O ... 0 0 0]

Teorema (Asignacion de autovalores). Si la ecuacion de estados (1) es controlable, entonces me-
diante la realimentacién de estados u = —Kx, donde K es un vector real constante 1 x #, los au-
tovalores de A — BK pueden ser asignados arbitrariamente, siempre que los autovalores complejos
conjugados se asignen en pares.

Demostracién. Si (1) es controlable puede llevarse a la forma (3). Denotemos con A y B las matrices
en (3). Asi tenemos que A = PAP~! y B = PB. Puede verse también que

(5) C=IB,AB,...,A""'B] = P[B,AB,...,A"'B] = PC,

por lo que P~ = CC~! y la matriz de la extrema derecha en (4) es C.
La substitucién de ¥ = Px en la realimentacion de estados da

u=r—Kx=r—KP 'x2r—Kg,
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donde K = KP~!. Puesto que A — BK = P(A — BK)P~!, vemos que A — BK y A — BK tienen los
mismos autovalores.
Ahora, dado cualquier conjunto de n autovalores deseados, podemos formar el polinomio ca-

racteristico deseado

6) Ak(s)=s"+as" L+ +a,.
Eligiendo

K=lay—apn, ..., 00 —op, 01 — 1]

la ecuacion de estado de lazo cerrado deviene (en las coordenadas transformadas)

[0 1 0 0 0

0 0 1 0 0
x(t)=1 : : : oo () ] ut)

0 0 0 1 0

__dn —0p-1 —Op—2 — _1_

y(t) = [ﬁn Bn-1 Pn—2 - /31] f(t).

Por estar en forma «companion», el polinomio caracteristico de (A — BK), y consecuentemente el
de (A — BK), es (6). Asi el sistema realimentado tiene los autovalores deseados.
Finalmente, la ganancia de realimentacién en las coordenadas originales es, usando (5),

K =KP = RCc 1.

(Cémo calcular K?

El siguiente procedimiento, basado en la demostracién del Teorema anterior, se conoce como la
formula de Bass-Gura.

1. Obtener los coeficientes aq, ay, . . ., &, del polinomio caracteristico A(s) a lazo abierto.

2. Formar las matrices de controlabilidad C = [B, AB, ..., A" 1By

-1
Kpy—1 Xp—2 ... X2 X7 1

a2 &3 ... r 10

C=R'=]: : s
2%} 241 .. 000
G 1 ..000
1 0 000

3. Elegir los coeficientes &1, &y, . .., &, del polinomio caracteristico deseado Ak (s) y determinar
la ganancia de realimentacién en coordenadas de

K= [5{,1—0(”,...,562—062,...,5(1—(Xl].

4. Determinar la ganancia de realimentacioén en coordenadas originales

K =RCc 1.

Este procedimiento puede implementarse en MATLAB con la siguiente secuencia de instrucciones,
una vez que se han definido A, B y los coeficientes del polinomio caracteristico deseado [1, &1, ..., &
(digamos, en el vector DelK).
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Del = poly(A); % calcula el polinomio caracteristico de A

n = length(Del); % calcula el orden del sistema

R = hankel(fliplr(Del(1:n-1))); % Calcula R

K = fliplr(DelK(2:n) - Del(2:n))*inv(R)*inv(ctrb(A,B)); % Calcula K

Alternativamente, existe en MATLAB la funcién place, que calcula K a partir de A, B, y el vector
de autovalores deseados P con la sintaxis

K = place(A,B,P);

Esta alternativa es mds simple y es vélida ademads para sistemas de més de una entrada, aunque no
permite que la multiplicidad de ningtn autovalor deseado sea mayor que el nimero de entradas.

(Dénde ubicar los autovalores deseados?

Sabiendo ya como asignar autovalores a lazo cerrado por realimentacién de estados, resta deci-
dir dénde colocar estos autovalores. Damos ahora algunas pautas a tener en cuenta en esta eleccion.
Dado el polinomio caracteristico deseado

AK(S) =gs"+ 0_615n_1 + -+ ayl.

la férmula de Bass-Gura da la ganancia de realimentacion

- —1

-Ocn,1 Xpy_2 ... 0O 1 1
— T
&y — Ay, Xy Kpy—3 ... o 1 0
Xy — 0 [0%) xq ... 0 0 O
X1 — x1 1 ... 0 0 0
1 0 ... 0 0 0

donde C = [B, AB, ..., A~!B] es la matriz de controlabilidad del sistema.
Notemos de (7) que K serd mayor en magnitud (norma):

= cuanto més se desplacen los autovalores respecto de las posiciones de lazo abierto (mayores
diferencias entre o; y &;),

» cuanto mds cerca de ser singular esté C (cuanto menos controlable sea el sistema, mayor es-
fuerzo llevaré controlarlo).

Dificultades de la realimentacién de ganancia elevada

Si se desea estabilizar el sistema, habrd necesariamente que mover autovalores al lado izquierdo
del plano complejo. Sin embargo, moverlos excesivamente a la izquierda implicard usar una ga-
nancia K elevada. Una ganancia K elevada tendera a hacer saturar los actuadores, trayendo efectos
indeseados en el desempefio del sistema.

Es claro que si bien la estabilidad es un punto esencial en el disefio, no es el tinico; existen tam-
bién requerimientos de velocidad de respuesta, sobrevalor, etc. En términos de funcién transferen-
cia, la velocidad del sistema puede caracterizarse por su ancho de banda, definido como la frecuencia
a partir de la cual la magnitud de G(jw) comienza a decaer significativamente (usualmente, 3 dB).

En términos de autovalores, el ancho de banda queda determinado por los autovalores dominan-
tes, es decir, aquellos cuya parte real es més cercana al origen (los de transitorios de decaimiento
mas lento). Asi, el mover los autovalores excesivamente a la izquierda implica también un lazo ce-
rrado de gran ancho de banda, que puede amplificar incertidumbres en el modelo y perturbaciones
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de alta frecuencia. Remarcamos que ademds, si los autovalores a lazo cerrado se sittian a distan-
cias desparejas del origen, el esfuerzo de control no sera eficientemente distribuido, lo que implica
desperdicio de energia.

Resumiendo, para una eleccion razonable de los autovalores:

» Elegir el ancho de banda suficientemente grande como para alcanzar los requerimientos de
velocidad de respuesta deseados.

= No excederse en el ancho de banda — ojo a los efectos de ceros de fase no minima (subvalor
excesivo), y el ruido y la incertidumbre de modelado en alta frecuencia.

» Ubicar los autovalores a distancias aproximadamente uniformes del origen para un uso efi-
ciente del esfuerzo de control.

Una configuraciéon de autovalores comtn que satisface estos lineamientos es la de Butterworth,
originaria de teoria de filtrado. La configuracién Butterworth se define por 2 pardmetros: la fre-
cuencia de corte wy y el orden k. La ubicacién de los autovalores queda definida por las raices de la
ecuacion

jw

k1 k2 k3 k4

Figura 1: Configuracién de polos Butterworth para k = 1,2, 3, 4.

Los polinomios cuyos ceros tienen la configuracién Butterworth son los polinomios de Butterworth.
Los primeros 4 son:
Bi(s) =s+1
By(s) = s+ V25 +1
By(s) =8> +25° + 25+ 1
(s)

Bu(s) = s* +2,6135° + (24 v2)s? 42,6135 + 1.

S

Los filtros de Butterworth, cuyos denominadores son los polinomios de Butterworth, se pueden
calcular en MATLAB con la funcién

[Num,Den] = butter(N,W0,’s’)
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