Capitulo 3

Estabilidad Segun Lyapunov. Sistemas Estacio-
narios

La teoria de estabilidad juega un rol central en teoria de sistemas e ingenieria. En siste-
mas dindmicos existen distintos tipos de problemas de estabilidad. En este capitulo vamos
a tratar estabilidad de puntos de equilibrio; mas adelante en el curso veremos otros proble-
mas de estabilidad, como el de estabilidad entrada-salida.

La estabilidad de puntos de equilibrio generalmente se ca-
racteriza en el sentido de Lyapunov, un matemadtico e ingenie-
ro ruso que estableci6 las bases de la teoria que hoy lleva su
nombre. Un punto de equilibrio se dice estable si todas las so-
luciones que se inicien en las cercanias del punto de equilibrio
permanecen en las cercanias del punto de equilibrio; de otro
modo el punto de equilibrio es inestable. Un punto de equili-
brio se dice asintéticamente estable si todas las soluciones que
se inicien en las cercanias del punto de equilibrio no sélo per-
manecen en las cercanias del punto de equilibrio, sino que
ademas tienden hacia el equilibrio a medida que el tiempo
se aproxima a infinito. Vemos estas nociones en més detalle
en §3.1, donde presentamos también los teoremas basicos de
Lyapunov para sistemas estacionarios. En §3.2 damos una extensién de la teoria bésica de
Lyapunov que se debe a LaSalle. En §3.3 analizamos region de atracciéon de un punto de equi-
librio, y en §3.4 vemos cémo la estabilidad de un punto de equilibrio puede determinarse
mediante linealizacién.

Los teoremas de estabilidad de Lyapunov dan condiciones suficientes para estabilidad
de puntos de equilibrio. Existen teoremas conversos que establecen que, al menos concep-
tualmente, en los teoremas de Lyapunov muchas de estas condiciones son también necesa-
rias. Trataremos estos teoremas conversos en el capitulo siguiente, junto a extensiones de
los resultados para sistemas inestacionarios.

Aleksandr Lyapunov
1857-1918

3.1. El Teorema de Estabilidad de Lyapunov
Consideremos el sistema estacionario

£ = f(x) G.1)

donde f : D — R" es un mapa localmente Lipschitz desde un dominio D C R" en R".
Supongamos que ¥ € D es un PE de (3.1), es decir f(X) = 0. Vamos a caracterizar y estudiar
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la estabilidad de x. Por conveniencia, vamos a asumir que ¥ = 0 (esto no nos hace perder
generalidad porque, sino es asi, definimos y = x — X y trabajamos con la ecuacién y = g(y),
donde ¢(y) = f(y + X), que tiene un equilibrio en el origen.)

Definicién 3.1. EIPE x = 0 de (3.1) es

w estable, si para cada € > 0 existe 6 = §(¢) tal que

Ix(0)]| <6 = |x(t)|]| <e, VE>0

» jnestable si no es estable.

= gsintoticamente estable (AE) si es estable y 6 puede elegirse tal que

|x(0)|| < 6 = tlim x(t) =0

Los tres tipos de estabilidad se pueden ver en la ecuacién del péndulo (1.4) del Ejem-
plo1.2.1. Los PE son (0, 0) y (71, 0). Considerando que no hay friccién, o sea tomando k = 0,
las trayectorias en el entorno del primer PE son 6rbitas cerradas Empezando suficientemen-
te cerca del PE se puede garantizar que las trayectorias van a permanecer en cualquier bola
pre-especificada alrededor del PE. Por lo tanto, el PE es estable. No es AE, sin embargo,
porque las trayectorias que comienzan fuera del PE nunca tienden a éI.

Si consideramos friccién (k > 0), el PE en el origen es un foco estable. La inspeccién
del retrato de fase de un foco estable muestra que el requisito € — 6 para estabilidad se
satisface; mds aun, las trayectorias que comienzan cerca del PE tienden a él cuando ¢ tiende
a 00. El segundo PE en (71,0) es un punto de ensilladura. Es obvio que el requisito € — 6
para estabilidad no se satisface porque, para cualquier € > 0, siempre hay una trayectoria
que deja la bola {x € R" | |[x — X|| < €}, aun cuando x(0) sea arbitrariamente cercano al
PE.

La Definicién 3.1 tiene como condicién implicita la existencia de la solucién para todo
t > 0. Esta propiedad de existencia global (en el tiempo) de la solucién no esta garantizada,
como ya vimos, por la Lipschitzidad local de f. Vamos a ver, sin embargo, que las condicio-
nes adicionales que requiere el Teorema de Lyapunov van a garantizar la existencia global
(en el tiempo) de la solucion.

Recién vimos que para el ejemplo del péndulo se pueden determinar las propiedades
de estabilidad analizando el retrato de fase. Este enfoque es dificil de extender a sistemas
de orden mayor que dos. Vamos a ver que las conclusiones a las que llegamos analizando
el retrato de fase del péndulo se pueden obtener también usando conceptos de energia.
Definamos la energia del péndulo E(x) como la suma de sus energias cinética y potencial,
con referencia de energia potencial elegida tal que E(0) = 0, es decir,

BG) = [ (g/Dsenydy -+ 523 = (3/1)(1 — cosxi) + 33 (32)

Cuando no hay friccién (k = 0), el sistema es conservativo, es decir, no hay disipacién de
energia. Por lo tanto, E = constante durante la evolucién del sistema, o sea, dE /dt = 0 sobre
las trayectorias del sistema. Como E(x) = ¢ forma contornos cerrados alrededor de x = 0
para ¢ pequefio, concluimos que x = 0 es un PE estable. Cuando consideramos fricciéon
(k > 0), se disipa energia durante la evolucién del sistema, o sea, dE/dt < 0 sobre las
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trayectorias del sistema. Es decir que la energia decrece hasta que llega a cero, mostrando
que la trayectoria tiende a x = 0 cuando t — oo.

En 1892, Lyapunov mostr6 que algunas otras funciones, no sélo la energia, pueden usar-
se para determinar la estabilidad de un PE. Sea V : D — R una funcién continuamente
diferenciable en un dominio D C R" que contiene el origen. La derivada de V a lo largo de
las trayectorias de (3.1) esta dada por

fi(x)
. n "V oV oV v | f2(x) 1%
V<X>—ZZ— T2 al T o e v al | | T W

i f(x)

Teorema 3.1 (Lyapunov). Sea el origen x = 0 un PE de (3.1) y sea D C R" un dominio que
contiene el origen. Sea V : D — R una funcién continuamente diferenciable tal que

V(0)=0 y V(x)>0 en D—{0} (3.3)
V(x) <0 en D (3.4)

Entonces x = 0 es estable. Mds atn, si
V(x) <0 en D-—{0} (3.5)
entonces x = 0 es AE.
Demostracion. Dado € > 0, elijamos r € (0, €] tal que
B.={xeR"||x| <r}CD
Sea a = miny—, V(x). Entonces a > 0 por (3.3). Tomemos 3 € (0, x) y sea
Q= {x € B, | V(x) < B}

Entonces Qg estd en el interior de B,; ! ver la Figura 3.1. El conjunto Qg tiene la propiedad

Figura 3.1: Representacién geométrica de los conjuntos en la prueba del Teorema 3.1

1Si no fuera asi, existiria un punto p € Q4 que se encuentra sobre la frontera de B,. En este punto, V(p) >
a > 3, pero para todo x € Qg, V(x) < 3, 1o cual es una contradiccion.
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de que toda trayectoria que comienza en Qg en t = 0 permanece en Qg para todo t > 0.
Esto sigue de (3.4) ya que

V(x(t) <0 = V(x(t) < V(x(0)) < B, Vt>0

Como Qg es un conjunto compacto (cerrado por definicién y acotado porque esta contenido
en B,), concluimos por el Teorema 2.9 que (3.1) tiene una solucién tinica definida para todo
t > 0 cuando x(0) € Qz. Como V es continua 'y V(0) = 0, existe 6 > 0 tal que

x| <6 = V(x) <8
Entonces

BgCQﬁCBr

x(0) € Bs = x(0) € Qp = x(t) € Qg = x(t)€B,, Vt>0
Por lo tanto
[x(0)]| <6 = |[[x(t)[|<r<e, Vt>0

lo que muestra que el PE en x = 0 es estable.

Supongamos ahora que (3.5) también vale. Para mostrar EA debemos probar que x(t) —
0 cuando t — co. Como V es continua y V(0) = 0, es suficiente mostrar que V(x(t)) — 0
cuando t — oo. Como V(x(t)) es monotonicamente decreciente y acotada inferiormente
por cero,

V(x(t)) - ¢>0 cuando t— o0

Mostramos que ¢ = 0 por contradiccién. Supongamos que ¢ > 0. Por continuidad de
V(x), existe d > 0 tal que B; C Q.. El limite V(x(t)) — ¢ > 0 implica que la trayectoria
x(t) permanece fuera de la bola By para todo t > 0. Sea —y = méxy<|y<, V(x), el cual
existe porque la funcién continua V(x) alcanza un méximo sobre el conjunto compacto
{d < ||x|| < r}.Sabemos que —y < 0 por (3.5). Integrando V (x) tenemos que

V(1) = V(x(0)) + [ V(x(e)) dr < V(x(0) v

Como el lado derecho se va a hacer negativo después de un cierto tiempo, la desigualdad
contradice la suposicion de que ¢ > 0. O

Una funcién continuamente diferenciable que satisface (3.3) y (3.4) se denomina fun-
cién de Lyapunov. La superficie V(x) = c se denomina supetficie de Lyapunov o superficie de
nivel. Usando superficies de Lyapunov, la Figura 3.2 da una interpretacion intuitiva del
Teorema 3.1. La condicién V < 0 implica que cuando la trayectoria cruza la superficie de
Lyapunov V(x) = c se introduce en el conjunto Q, = {x € R"” | V(x) < ¢} y nunca puede
salir de él. Cuando V < 0, la trayectoria se mueve de una superficie de Lyapunov a otra
superficie de Lyapunov interior con un ¢ menor. A medida que ¢ decrece, la superficie de
Lyapunov V(x) = ¢ se achica hasta transformarse en el origen, mostrando que la trayecto-
ria tiende al origen cuando t — oco. Si s6lo sabemos que V < 0, no podemos asegurar que
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C2

1 <Ccp<c3

Figura 3.2: Curvas de nivel de una funcién de Lyapunov

la trayectoria tienda al origen, pero podemos concluir que el origen es estable porque la
trayectoria puede ser encerrada en cualquier bola B, s6lo con requerir que el estado inicial
x(0) pertenezca a una superficie de Lyapunov contenida en dicha bola.

Una funcién V(x) que satisface (3.3) se dice definida positiva. Si satisface la condicion
maés débil V(x) > 0 para x # 0, se dice semidefinida positiva. Una funcion se dice definida
negativa o semidefinida negativa si —V (x) es definida positiva o semidefinida positiva, res-
pectivamente. Si V() no tiene signo definido con respecto a alguno de estos cuatro casos se
dice indefinida. El teorema de Lyapunov se puede enunciar, usando esta nueva terminologia
como: el origen es estable si existe una funcion definida positiva y continuamente diferenciable tal
que V (x) es semidefinida negativa, y es AE si V(x) es definida negativa.

Ejemplo 3.1. Sea V la forma cuadrética
V(x) = x"Px

donde P es una matriz real y simétrica. V(x) es (semi)definida positiva sif todos los auto-
valores de P son (no negativos) positivos, lo que vale sii todos los menores principales de
P son (no negativos) positivos. Si V(x) = x"Px es (semi)definida positiva, decimos que la
matriz P es (semi)definida positiva y escribimos (P > 0) P > 0.

Por ejemplo, si

a 01
P=10 a 2
1 2 a
entonces V(x) es positiva definida si a > /5 y definida negativa si a < —+/5. o

Ejemplo 3.2. Consideremos la ecuacién diferencial de primer orden
x=—g(x)

donde g(x) es localmente Lipschitz en (—a, a) y satisface
2(0)=0; xg(x)>0, Vx#0,x€(—a,a)

Este sistema tiene un PE aislado en el origen. Consideremos la funcién
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En el dominio D = (—a,a), V(x) es continuamente diferenciable, V(0) = 0y V(x) > 0
para todo x # 0, es decir, es una candidata a funcién de Lyapunov valida. Calculemos su
derivada a lo largo de las trayectorias del sistema:

- oV
V(x) = 3-[=8(x)] = =[s(x)]* <0, vxeD—{0}
Concluimos usando el Teorema 3.1 que el origen es AE. o

Ejemplo 3.3 (Péndulo sin friccion). Consideremos la ecuacién del péndulo sin friccion
(ecuacién (1.4) con k = 0) con la funcién de energia (3.2) como funcién de Lyapunov. Tene-
mos que V(0) = 0y V(x) es definida positiva en el dominio —27 < x; < 271. Ademds

V(x) = (g/1)%1senx; + xp%; = 0

Por lo tanto se satisfacen las condiciones (3.3) y (3.4) del Teorema 3.1 probando que el origen
es estable. Como V/(x) = 0 podemos también concluir que el origen no es AE. o

Ejemplo 3.4 (Péndulo con friccién). Consideremos la ecuacién del péndulo con friccién
(ecuacion (1.4) con k > 0) con la funcién de energia (3.2) como funcién de Lyapunov. Tene-
mos que

V(x) = (g/1)x1senx; + xp%0 = —(k/m) x3

V(x) es semidefinida negativa pero no es definida negativa porque se anula sobre todo
el eje x, = 0. Por lo tanto s6lo podemos concluir que el origen es estable. Sin embargo
ya sabemos, analizando el retrato de fase, que en este caso el origen es AE, por lo tanto
esta eleccion de funcién de Lyapunov junto con el Teorema 3.1 no son concluyentes para
probar las propiedades de estabilidad del PE (vamos a ver més adelante que el Teorema
de invariancia de LaSalle nos va a permitir probar AE usando la funcién de energia). Par-
tiendo de la funcién de energia, reemplacemos el término (1/2)x3 por la forma cuadrética
general (1/2)x"Px y tratemos de elegir los elementos de P tal que V(x) sea una funcién de
Lyapunov valida,

V(x) = %xTPx—i— <%) (1 — cos x1)

~to g [ 2] (2] (8) - conv

Para que la forma cuadratica x” Px sea definida positiva los elementos de P deben satisfacer
pn>0; pn>0; pupn—pi >0.
La derivada V (x) estd dada por

V(X) = [anl + p12X2 + (%) sen xl] X2 + (p12Xx1 + pa2xa2) {— (%) sen x; — <%> Xz}

k
(%) (1 - Pzz)xz sen x; — (%) P12X1 sen xy + [anl — P12 (a)] X1X2

+ X1 — E X3
P12X1 — P22 " 2
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Ahora queremos elegir p11, p12 y p22 para que V(x) sea definida negativa. Como los térmi-
nos de productos cruzados x; sen x; y x1x; son de signo indefinido, los cancelamos toman-
do p2 =1y p1n = (k/m)p12. Con esta eleccion py, debe satisfacer

k
O _
<P12<m

para que V(x) sea definida positiva. Una posible eleccién es p1, = 0,5(k/m), y asi

. k 1

V(x) = —j—mxl sen x; — Ex%.
El término x; senx; > 0 para todo x; : 0 < |x;| < 7z. Tomando D = {x € R" : |x| < 7}
tenemos que V(x) es positiva definida y V(x) es definida negativa sobre D. Por el Teore-
ma 3.1 concluimos que el origen es AE. o

El ejemplo anterior muestra que las condiciones del Teorema 3.1 son s6lo suficientes. Si
una dada candidata a funcién de Lyapunov no alcanza para probar que el PE es AE, esto
no significa que no lo sea.

En el Ejemplo 3.4 enfocamos el problema en una forma inversa. Investigamos una ex-
presién propuesta para V(x) y determinamos sus parametros de forma que V(x) fuera
definida positiva y V(x) definida negativa. Esta idea es util para buscar funciones de Lya-
punov, y se aprovecha en el procedimiento siguiente.

3.1.1. Método del Gradiente Variable

El método del gradiente variable es un método para construir funciones de Lyapunov.
Sea V(x) una funcién escalar de x y ¢(x) = (0V/0x)". Entonces

V() = 9 f(x) = 8 (S ()

La idea es tratar de encontrar g(x) tal que sea el gradiente de una funcién definida positiva
V(x) y tal que V(x) sea definida negativa. Es facil de probar que g(x) es el gradiente de
una funcioén escalar sif la matriz Jacobiana [0g/0dx| es simétrica, es decir

9gi _ 0g;
ax]- Oxi !

Vi,j=1,2,...,n

Bajo esta restriccion, elegimos g(x) tal que ¢"(x) f(x) sea definida negativa. Luego V(x) se
computa mediante la integral

V(x) = /Ong(y)dyz /Oxligf(y)dyi

Como la integral de un gradiente no depende del camino, podemos integrar a lo largo de
los ejes:

V(x) :/o gl(yl,O,---,O)dy1+/0 gz(X1,yz,---,0)dyz+-'~+/0 ”gn(xl,xz,---,yn)dyn
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Ejemplo 3.5. Consideremos el sistema

X1 = X2,
X, = —h(xl) — aXy

donde a > 0, h es localmente Lipschitz, 1(0) = 0 y ademas yh(y) > 0 para todo y # 0,
y € (—b,c) para ciertas constantes positivas b y c. La ecuacién del péndulo es un caso
particular de este sistema. Queremos elegir un vector de dos componentes g(x) tal que

0g1 . 6gz
a—xz = (3.6)

V(x) = g1(x)x2 — g2(x)[A(x1) +ax,] <0, x#0
V(x) :/o §'(y)dy>0, x#0

Probemos con

_ [a(x)x1 + B(x)x2
g(x) = [y(x)xl _,’_5(x)x2} (3.7)

donde las funciones escalares «, 3, ¥ y 6 son a determinar.
Empecemos calculando V(x):

V(x) = a(x)x1x2 + B(x)x5 — ay(x)x1x, — ad(x)x3 — 8(x)x2h(x1) — y(x)x1h(x1)
y para cancelar los productos cruzados (que no tienen signo definido) elegimos

a(x)x; —ay(x)x; — 6(x)h(x1) =0 (3.8)
de forma que

V(x) = —[ad(x) — B(x)]x; — y(x)x1h(x1)

Para simplificar elegimos 6(x) = & constante, y(x) = y constante, y 3(x) = 3 constante,
por lo cual a en (3.8) depende sélo de x;. La condicion de simetria (3.6) se reduce entonces
a B = y. La expresion de g(x) en (3.7) resulta

_ |ayxy + 6h(x1) + yx2
g(.X') - |: VX1 + 53(2

Integrando obtenemos

V(x) = [ ey + bl + [+ sya)dys

1 X1 1
= anx% + 5/ h(y)dy + yx1x2 + Eéx%
0

= lePx + 5/ 1 h(y)dy
2 0
donde

_|ay v
P_[V 5}



3.1 El Teorema de Estabilidad de Lyapunov 47

Eligiendo & > 0y 0 < y < aé aseguramos que V(x) es definida positiva y V(x) es definida
negativa. Por ejemplo, tomando y = kad con 0 < k < 1, obtenemos la funcién de Lyapunov

2 X1
V(x) = ng {];; kla] x+ 5/0 h(y)dy (3.9)

que satisface las condiciones (3.3) y (3.4) del Teorema 3.1 en el dominio D = {x € R? |
—b < x;1 < c}. Concluimos que el origen es AE. o

3.1.2. Sobre la Region de Atraccion. Estabilidad Asintética Global

Sea ¢(t;x) la solucion de (3.1) que comienza en t = 0 y supongamos que el origen
x = 0 es un PE AE. Definimos como regién (dominio) de atraccién (RA) del PE al conjunto de
todos los puntos x tal que lim;_.., ¢(t; x) = 0. Es en general dificil o imposible encontrar
analiticamente la RA. Sin embargo se pueden usar funciones de Lyapunov para estimarla
con conjuntos contenidos en la RA. Por la prueba del Teorema 3.1 sabemos que si existe una
funcién de Lyapunov que satisface las condiciones de estabilidad asintética en un dominio
D,ysi Q.= {x € R"| V(x) < c} estd acotado y contenido en D, entonces toda trayectoria
que comienza en (). permanece en (). y tiende al origen cuando t — oc. Por lo tanto O, es
una estima de la RA. Esta estima puede ser conservadora, es decir, puede ser mucho mas
chica que la RA real.

Queremos saber bajo que condiciones la RA es todo el espacio R". Esto sera asi si po-
demos probar que para todo estado inicial x, la trayectoria ¢(#; x) tiende al origen cuando
t — 00, sin importar cuan grande es ||x||. Si un PE AE tiene esta propiedad se dice que es
globalmente AE (GAE). Recordando otra vez la prueba del Teorema 3.1 vemos que se puede
probar GAE si se puede asegurar que cada punto x € R" puede incluirse en el interior de
un conjunto acotado (.. Esto no siempre va a ser posible porque para valores grandes de c
el conjunto Q. puede no ser acotado. Consideremos por ejemplo la funcién

V(x) =

x2

1+x

+x2

cuyas superficies de nivel V(x) = ¢ se ven graficadas en la Figura 3.3.

Las superficies de nivel son cerradas s6lo para valores pequefios de c. En este caso, Q.
es acotado porque puede incluirse en una bola cerrada B, para algin r > 0. A medida que ¢
crece, se llega a un valor a partir del cual la superficies de nivel V(x) = c es abierta y Q. no
es acotado. Para que Q). esté en el interior de una bola B, ¢ debe satisfacer ¢ < infj>, V(x).
Si

¢ = lim ”11”1f V(x) < o0
r—o0 ||x||>r

entonces (), serd acotado si c < /. En el ejemplo anterior,
X

2
¢ = lim min 5+ xz} = lim =1
=00 ||| = {1 +a2 72 oo 14 &2

Por lo tanto (), serd acotado sé6lo para ¢ < 1. Una condicién adicional que asegura que Q.
es acotado para todo valor de c es

V(x) — oo cuando |x|| — o0

Una funcién que satisface esta condicion se dice radialmente no acotada.
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+ x3

Figura 3.3: Superficies de Lyapunov de V (x

1+x2

Teorema 3.2 (Barbashin-Krasovskii). Sea x = 0 un PE de (3.1). Sea V : R" — R una
funcién continuamente diferenciable tal que

V(0)=0 y V(x)>0 Vx#0 (3.10)
|x|]| = 00 = V(x) — 0 (3.11)
V(ix) <0  Vx#0 (3.12)

entonces x = 0 es GAE.

Demostracion. Dado cualquier punto p € R", sea ¢ = V(p). La condicién (3.11) implica que
para cualquier ¢ > 0, existe r > 0 tal que V(x) > c cuando ||x|| > r. Por lo tanto Q. C B,,
lo que implica que Q. es acotado. El resto de la prueba es similar a la del Teorema 3.1. [

Ejemplo 3.6. Consideremos otra vez el sistema del Ejemplo 3.5, pero supongamos que la
condicién yh(y) > 0vale Vy # 0. La funcién de Lyapunov (3.9) satisface (3.10) y (3.11) para
todo x € R%. Su derivada

V(x) = —ad(1 —k)x5 — adkxih(x;)
es definida negativa para todo x € R? porque 0 < k < 1. Por lo tanto el origenes AE. o

Notemos que si el origen es GAE, entonces debe ser el iinico PE del sistema.

3.1.3. Inestabilidad

Vamos a ver un teorema que prueba que un PE es inestable. Sea Sea V : D — R una
funcién continuamente diferenciable en un dominio D C R" que contiene al origen x = 0.
Supongamos que V(0) = 0y que hay un punto x, arbitrariamente cercano al origen tal que
V(x9) > 0. Elijamos r > 0 tal que la bola B, = {x € R" | ||x|| < r} esté contenida en D, y
sea

U={xeB |V(x)>0} (3.13)

El conjunto U es no vacio. Su frontera estd dada por la superficie V(x) = 0 y la esfera
||x|| = r. Como V(0) = 0, el origen esta sobre la frontera de U en el interior de B,.
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Teorema 3.3 (Chetaev). Sea x = 0 un PE de (3.1). Sea V : D — R una funcién continua-
mente diferenciable tal que V(0) = 0y V(xo) > 0 para algtn x, con ||xo|| arbitrariamente
pequefia. Definamos el conjunto U como en (3.13) y supongamos que V(x) > 0 en U. En-
tonces x = 0 es inestable.

Demostracion. El punto x esta en el interior de U y V(xy) = a > 0. La trayectoria x(f) que
comienza en x(0) = xo debe dejar el conjunto U. Para probar esto, notemos que mientras
x(t) permanezca en U, V(x(t)) > a porque V(x) > 0 en U. Sea

y=min{V(x) |x € Uy V(x) > a}

que existe porque la funcién continua V (x) tiene un minimo en el conjunto compacto {x €
UyV(x)>a} ={xe€B,|V(x) >a}.Entoncesy >0y

V(x(£)) = V(xo) + /Ot V(x(s))ds > a+ vt

Esta desigualdad muestra que x () no se puede quedar indefinidamente en U porque V' (x)
estd acotada en U. Ahora, x(t) no puede dejar U a través de la superficie V(x) = 0 porque
V(x(t)) > a. Por lo tanto debe dejar U a través de la esfera ||x|| = r. Como esto pasa para
||xo|| arbitrariamente pequefia, el origen es inestable. O

Ejemplo 3.7. Consideremos el sistema de segundo orden

X1 = x1+ g1(%)
X2 = —X2 + g2(x)

donde g; y g» satisfacen
8i ()] < Klx]3

en un entorno D del origen. Esta desigualdad implica que g;(0) = 0, por lo tanto el origen
es un PE. Consideremos la funcién

V(x) = 5 (x] — x3).
Sobre el eje x, = 0, V(x) > 0 en puntos arbitrariamente cercanos al origen. El conjunto
U esta graficado en la Figura 3.4. La derivada de V/(x) sobre las trayectorias del sistema es
V(x) = xi + x5 + x181(x) — 1282(x)

La magnitud del término x;91(x) — x292(x) satisface

2
181(x) — 2282(x)| < Y |xillgi(x)] < 2K x|
1=1
Por lo tanto,
V(x) > ||x]17 = 2k||x[[3 = [lx[]5(1 — 2k]|x]|2)

Eligiendo r tal que B, C Dy r < 1/(2k), vemos que todas las condiciones del Teorema 3.3
se satisfacen. Entonces el origen es inestable. o
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B, }x X2 = X1

~_| -

X2 = —X1

Figura 3.4: El conjunto U para V(x) = 1(x} — x3)

3.2. El Principio de Invariancia

En el Ejemplo 3.4 vimos que la funcién de energia no era suficiente para probar que el
origen es AE porque V(x) = —(k//m)x3 es s6lo semidefinida negativa. Sin embargo V(x)
es siempre negativa salvo en el eje x, = 0, donde V(x) = 0. Para que el sistema pueda
mantener la condicién V(x) = 0, la trayectoria debe quedar confinada al eje x, = 0. Pero
esto es imposible a menos que x; = 0 porque

() =0 = () =0 = senx; (f) =0

Por lo tanto, en el segmento —7r < x; < 7r del eje x, = 0, el sistema puede mantener la con-
dicion V(x) = 0 s6lo en el origen. Es decir V(x(t)) debe decrecer a cero y en consecuencia
x(t) — 0 cuando t — oo. Esta idea puede formalizarse en el principio de invariancia de
LaSalle, que vamos a enunciar y demostrar luego de introducir algunos conceptos.

Sea x(t) una solucién de (3.1).

» Un punto p es un punto limite positivo de x(t) si existe una secuencia {t, }, con t, — oo
cuando n — oo, tal que x(t,) — p cuando n — 0.

= El conjunto de todos los puntos limites positivos de x(t) se denomina el conjunto limite
positivo de x(t).

s Un conjunto M es un conjunto invariante con respecto a (3.1) si

x(0)eM = x(t) e M, ViteR

= Un conjunto M es un conjunto invariante positivo si

x(0)eM = x(t) e M, Vt>0

» Decimos que x(f) tiende a M cuando ¢ tiende a infinito si para cada e > O existe T > 0
tal que
dist(x(t),M) <e, Vi>T

donde dist(p, M) denota la distancia de un punto p a un conjunto M, es decir, dist(p, M) =
infucu|p — ).
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Un PE AE es el conjunto limite positivo de toda solucién que comience suficientemen-
te cerca del PE. Un ciclo limite estable es conjunto limite positivo de toda solucién que
comience suficientemente cerca del ciclo limite. La solucién tiende al ciclo limite cuan-
do t — oo pero no necesariamente a algin punto especifico del ciclo limite, es decir el
lim,_,~ x(t) no necesariamente existe. E1 PE y el ciclo limite son conjuntos invariantes por-
que toda solucién que comience sobre ellos se queda alli para todo t € R. El conjunto
Q. ={xeR" | V(x) <c}conV(x) <0 para todo x € Q. es un conjunto invariante
positivo.

Lema 3.4. Si una solucién x(t) de (3.1) es acotada y permanece en D para todo ¢t > 0,
entonces su conjunto limite positivo L* es un conjunto invariante, no vacio y compacto.
Ademas,

x(t) = L* cuando t— .

Teorema 3.5 (LaSalle). Sea () C D un conjunto compacto que es invariante positivo con
respecto a (3.1). Sea V : D — R una funcién continuamente diferenciable tal que V(x) < 0
en Q. Sea E el conjunto de todos los puntos de Q donde V(x) = 0. Sea M el mayor conjunto
invariante en E. Entonces toda solucién que comienza en Q tiende a M cuando t — oo.

Demostracién. Sea x(t) una solucién de (3.1) que comienza en Q. Como V(x) < 0 en Q,
V(x(t)) es una funcién decreciente de t. Como V(x) es continua en el conjunto compacto
Q), esta acotada inferiormente en Q, por lo tanto V(x(t)) tiene un limite a cuando t — oc.
Notemos también que el conjunto limite positivo L* estd en Q) porque Q) es un conjunto
cerrado. Para cada p € L*, existe una secuencia f, tal que t, — ooy x(t,) — p cuando
n — oo. Por continuidad de V(x), V(p) = lim,_.o V(x(t,)) = 4, lo que implica V(x) = a
en L. Como L es un conjunto invariante (por Lema 3.4), V(x) = 0 en L. Por lo tanto,

L"CcMCECQ

Como x(t) es acotada, x(t) tiende a L™ cuando t — oo (por Lema 3.4). Por lo tanto x(t)
tiende a M cuando t — oc. 0

A diferencia del Teorema de Lyapunov, el Teorema 3.5 no requiere que V(x) sea definida
positiva. Tampoco el conjunto Q estd necesariamente ligado a la construccién de V(x). Sin
embargo, en muchas aplicaciones, la construcciéon de V(x) en si misma va a garantizar la
existencia de un conjunto Q. En particular, si Q. = {x € R" | V(x) < ¢} es acotado y
V(x) < 0en Q,, entonces podemos tomar Q = Q.. Cuando V(x) es definida positiva, Q,
es acotado para ¢ > 0 suficientemente pequefio. Esto no es verdad en general si V(x) no es
definida positiva. Por ejemplo si V(x) = (x; — x)?, el conjunto Q. no es acotado por mas
pequefio que sea c. Si V(x) es radialmente no acotada (o sea, verifica (3.11)), el conjunto Q.
es acotado para todo valor de ¢, sea V(x) definida positiva o no.

Cuando nuestro interés es el de mostrar que x(t) — 0 cuando t — oo, tenemos que
probar que el méximo conjunto invariante en E es el origen. Esto se hace mostrando que
ninguna solucién, excepto la trivial x(t) = 0, puede permanecer idénticamente en E. Es-
pecializando el Teorema 3.5 a este caso, obtenemos los siguientes corolarios, que extienden
los Teoremas 3.1y 3.2.
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Corolario 3.6. Sea x = 0 un PE de (3.1). Sea V : D — R una funcién continuamente
diferenciable y definida positiva en un dominio D que contiene al origen x = 0, y tal que
V(x) <0enD.Sea S = {x € D|V(x) =0}y supongamos que ninguna solucién, excepto
la trivial x(¢) = 0, puede permanecer idénticamente en S. Entonces el origen es AE. o

Corolario 3.7. Sea x = 0 un PE de (3.1). Sea V : R" — R una funcién continuamente
diferenciable, radialmente no acotada y definida positiva, y tal que V(x) < 0 en R". Sea
S ={x € R"| V(x) = 0} y supongamos que ninguna solucién, excepto la trivial x(¢) = 0,
puede permanecer idénticamente en S. Entonces el origen es GAE. o

Ejemplo 3.8. Consideremos el sistema
X1 =X
ty = —g(x1) = h(x2)

donde g y h son localmente Lipschitz y satisfacen
§(0)=0, yg(y)>0, Vy#0,y¢€(~aa)
h(0) =0,  yh(y) >0, Vy#0,y€ (—a,a)

El sistema tiene un PE aislado en el origen. Dependiendo de las funciones ¢ y h, podria
tener otros PE. La ecuacion de este sistema puede verse como una generalizacién de la del
péndulo con h(x;) como el término de friccion. Tomemos como candidata a funcién de
Lyapunov la funcién de energia

V) = [ sy + 53 @14

SeaD = {x € R? | —a < x; < a}. V(x) es definida positiva en D. La derivada de V(x)
sobre las trayectorias del sistema es

V(x) = g(x1)x2 + x2[—g(x1) — h(x2)] = —x2h(x2) < 0

Por lo tanto, V(x) es semidefinida negativa. Para caracterizar el conjunto S = {x € D |
V(x) = 0}, notemos que

V(x) =0 = xh(x;) =0 = x,=0,yaque —a<x;<a

Porlo tanto S = {x € D | x, = 0}. Supongamos que x(f) es una trayectoria que pertenece
idénticamente a S. Entonces

X(H)=0 = 0t)=0 = g(x1(t) =0 = x(t) =0

Por lo tanto, la tnica solucién que puede quedarse idénticamente en S es la trivial; conclui-
mos que el origen es AE.
Supongamos ahora que el parametro a = oo y ademads g satisface la condicién adicional

y
/ ¢(z)dz — o0 cuando |y| —
0

La funcion de Lyapunov (3.14) es radialmente no acotada. En forma similar a lo hecho
arriba se puede probar que V(x) < 0 en R?, y el conjunto
S={xeR*|V(x)=0}={xeR*| x, =0}

contiene ninguna otra solucién salvo la trivial. Concluimos que en este caso el origen es
GAE. o



3.2 El Principio de Invariancia 53

El teorema de LaSalle no sélo relaja el requisito del teorema de Lyapunov de que la
derivada sea definida negativa, sino que lo extiende en tres direcciones:

» da una estima de la region de atraccién que no es necesariamente de la forma Q. =
{xeR"|V(x) <c};

= se puede usar en casos donde exista un conjunto de equilibrio en lugar de un PE
aislado;

» la funcién V(x) no tiene que ser definida positiva.
Ejemplo 3.9. Consideremos el sistema de primer orden (cf. §1.2.5)
y=ay+u
y la ley de control adaptable
u=—ky, k=vy*, v>0
Tomando x; = y y x, = k, el sistema a lazo cerrado se representa como
X1 = —(x2 —a)x
Xy = yxi

El eje x; = 0 es un conjunto de equilibrio del sistema. Queremos probar que toda trayectoria
del sistema tiende a este conjunto de equilibrio cuando t — oo, lo que significa que el
control adaptable logra regular y a cero. Consideremos la candidata a funcién de Lyapunov

1 1
V(x) = Ex% + Z(xz —b)?

donde b > a. La derivada de V(x) sobre las trayectorias del sistema estd dada por

. 1
V(X) = x1X1 + ;(Xz — b)x2

- ¥ -a) + A1)
=—xi(b—a) <0

Como V(x) es radialmente no acotada, el conjunto Q. = {x € R? | V(x) < ¢} es un
conjunto invariante positivo compacto. Por lo tanto, tomando QO = Q. se cumplen todas
las condiciones del Teorema 3.5. El conjunto E estd dado por

E={xeQ.|x =0}

Como todo punto en el eje x; = 0 es un PE, E es un conjunto invariante. Por lo tanto, en
este ejemplo, M = E. Por el Teorema 3.5 concluimos que toda trayectoria que comienza en
Q. tiende a E cuando t — oo; es decir, x; — 0 cuando t — oco. mds atn, como V(x) es
radialmente no acotada, esta conclusién es global. o

Notemos que si no conocemos la constante a, 0 una cota de ella, la funcién de Lyapunov
del ejemplo anterior no se conoce, s6lo se sabe que existe.
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3.3. Region de Atraccién
Sea el origen x = 0 un PE AE del sistema no lineal
X = f(x) (3.15)

donde f : D — R" es localmente Lipschitz y D C R" es un dominio que contiene el origen.
Sea ¢(t; x) la solucion de (3.15) con estado inicial x en t = 0. La region de atraccion (RA)
del origen, R4, se define como

Ri={xeD|¢(t;x) -0 cuando t— oo}
El siguiente Lema enuncia algunas propiedades de la RA.

Lema 3.8. Si x = 0 es un PE AE de (3.15), entonces su RA R, es un conjunto conexo e
invariante. mds atn, la frontera de R est4d formada por trayectorias. o

Ejemplo 3.10. El sistema

X1 = —X»

x2:x1+(x%—1)x2

es la ecuacion de Van der Pol en tiempo invertido, es decir, reemplazando t por —t. El siste-
ma tiene un PE en el origen y un ciclo limite (CL) inestable (ver Figura 3.5). El retrato de fase

X2

T

27

Figura 3.5: Retrato de fase para el Ejemplo 3.10

muestra que el origen es un foco estable, por lo tanto es AE. Esto se confirma linealizando,
ya que obtenemos

= {(1) :ﬂ (3.16)
x=0

que tiene autovalores en —1/2 + j+/3/2. La RA es acotada porque las trayectorias que
comienzan afuera del CL no lo pueden cruzar para llegar al origen. Como no hay otro PE,
la frontera de R, tiene que ser el CL. o

v

A= -
ox
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Ejemplo 3.11. Consideremos el sistema

X1 = X2
. 3 (3.17)
Xy = —X1 + §x1 — X7
que tiene tres PE aislados en (0,0), (v/3,0) y (—+/3,0). El retrato de fase, graficado en la
Figura 3.6, muestra que el origen es un foco estable y los otros dos PE son ensilladuras. Por
lo tanto, el origen es AE y los otros PE son inestables, lo que se puede confirmar lineali-
zando. De la figura se puede ver que las trayectorias estables de la ensilladura forman dos
separatrices que son la frontera de la RA, la cual es no acotada. o

§

Figura 3.6: Retrato de fase para el Ejemplo 3.11

Ejemplo 3.12. El sistema

X =—x1(1—x —x3)

X =—x(1—xf —x3)

tiene un PE aislado en el origen y un continuo de PEs sobre el circulo unitario: cada punto
sobre el circulo unitario es un PE. Es claro que R, debe estar confinada al interior del
circulo unitario. Las trayectorias de este sistemas son los radios del circulo unitario, lo que
se puede ver transformando a coordenadas polares:

X1 = pcosB, X, = p sen6
p=—p(l-p?)

Toda trayectoria que comienza con p < 1 tiende al origen cuando ¢t — oc. Por lo tanto, R4
es el interior del circulo unitario. o

El método de Lyapunov puede usarse para encontrar estimas de la RA. Por una estima
de la RA entendemos un conjunto O C Ry tal que toda trayectoria que comienza en Q)
tienda al origen cuando t — oco. Vamos primero a mostrar que el dominio D del Teorema 3.1
no es una estima de R4. Vimos en el Teorema 3.1 que si D es un dominio que contiene el
origen, y si podemos encontrar una funcién de Lyapunov V(x) que es definida positiva en
Dy V(x) es definida negativa en D, entonces el origen es AE. Se podria pensar que D es
una estima de la RA. Esto no es cierto, como lo demuestra el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 3.13. Consideremos otra vez el sistema (3.17), que es un caso especial del sistema
del Ejemplo 3.5 con h(x;) = x; — 1xj y a = 1. Por lo tanto, una funcién de Lyapunov es
(3.9), donde tomamos, por ejemplo, 6 =1,k =1/2:

x+/y

1
=Nt 2"1’“2 %

Definiendo el dominio D como

D={xecR*| —V3<x <V3}

vemos que V(x) > 0en Dy V(x) < 0en D — {0}. Sin embargo, se puede ver en el retrato
de fase de la Figura 3.6 que D no estd incluido en R 4. o

NI—= N[—=
N[—=

V(x) = %xT [
3

El ejemplo anterior muestra que el hecho de que V(x) < 0 en una regién no implica
que la regioén sea una estima de la RA. Aunque una trayectoria que comienza en D se va a
mover de una superficie de nivel V(x) = c¢; a otra interior V(x) = ¢; con ¢, < c¢3, no hay
garantia de que la trayectoria permanecerd para siempre en D. Una vez que la trayectoria
sale de D, no hay garantfa de que V(x) sea negativa. Para que una regi6n sea una estima
de la RA debe ser un conjunto invariante positivo, es decir, toda trayectoria que comienza
en el conjunto debe permanecer dentro de él en todo tiempo futuro. La estima mds simple
de la RA es el conjunto

Q. ={xeR"|V(x) <c}

cuando Q. es acotado y esta contenido en D. Esto sigue como corolario del Teorema 3.5.
Usando los resultados de linealizaciéon de §3.4, sabemos que si la matriz Jacobiana

of
A=

x=0

es Hurwitz, entonces siempre podemos encontrar una funcién de Lyapunov cuadratica
V(x) = x"Px resolviendo la ecuacion de Lyapunov (3.20). Entonces, si A es Hurwitz, pode-
mos siempre estimar la RA del origen. Esto lo ilustramos en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.14. Consideremos nuevamente el sistema del Ejemplo 3.10. Vimos que el origen
es AE. Tomando Q = [ y A de (3.16), obtenemos como tnica solucién de la ecuacién de
Lyapunov PA + A'P = —Q, la matriz definida positiva

15 —05
b= {—0,5 1 ]

La funcién cuadrética V(x) = x"Px > 0 es una funcién de Lyapunov para el sistema en
un entorno del origen. Tenemos que determinar un dominio D alrededor del origen donde
V(x) sea definida negativa y un conjunto Q. C D que sea acotado. Nos va a interesar
encontrar (), lo mds grande posible, es decir, el mayor valor para la constante ¢, porque Q.
serd nuestra estima de la RA.

La derivada de V(x) sobre las trayectorias del sistema es

V(x) = —(x% + x%) (xlxz 2x1x2)
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El primer término del lado derecho es la contribucién de la parte lineal Ax, mientras que
el segundo es la contribucion de la parte no lineal g(x) = f(x) — Ax, que llamaremos el
término de perturbacién. Como

18(x)ll2

1]

— 0 cuando x|, —0

sabemos que hay una bola abierta D = {x € R? | |x]|2 < r} en donde V(x) es definida
negativa. Una vez que encontremos D, podemos encontrar (), C D eligiendo

¢ < min V(x) = Ay (P)7?

[lxll2=r

Por lo tanto, para agrandar la RA tenemos que encontrar la bola més grande para la cual
V(x) es definida negativa. Tenemos que

V5

V(x) < =llxll2 + Pl lxxa|lx = 2x%) < =« + 5%

donde usamos |x;1| < [[x||2, [x1x2] < %||x||§ y |x1 — 2%, < \/§||x||2 Por lo tanto, V(x) es
definida negativa en la bola D con radio dado por r2=2 / V5 = 0,8944. En este ejemplo
se puede encontrar una estima menos conservadora trabajando en coordenadas polares.
Tomando

X1 = p cosB, X, = p senf
tenemos

V = —p®+ p*cos?OsenB(2send — cos 6)

—p* + p*| cos? @sen 8|2 sen & — cos 0|

—p* + p* x 0,3849 x 2,2361

—p*+0,861p* <0, para p*><1/0,861 (3.18)

IA AN A

Usando (3.18) junto con A, (P) > 0,69, elegimos

0,69
c=08< 0,861
El conjunto (), con ¢ = 0,8 es una estima de la RA. o

3.4. Sistemas Lineales y Linealizacion
El sistema lineal invariante
x = Ax (3.19)

tiene un equilibrio en el origen, que es aislado sif det A # 0. Si det A = 0, todo punto
en el kernel o subespacio nulo de A es un PE. Un sistema lineal no puede tener multiples
PE aislados, porque si ¥ y Z son dos PE de (3.19), entonces, por linealidad, todo punto en
la recta que conecta a ¥ y Z es un PE. Las propiedades de estabilidad del origen pueden
caracterizarse mediante la ubicacién de los autovalores de A.
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Teorema 3.9 (Estabilidad del Origen en Sistemas Lineales). E1PE x = 0 de (3.19) es estable
sii todos los autovalores de A tienen parte real no positiva y cada autovalor con parte real
nula tiene un bloque de Jordan asociado de orden 1. El PE x = 0 es GAE sii todos los
autovalores de A tienen parte real negativa. o

Cuando todos los los autovalores de A tienen parte real negativa, se dice que A es una
matriz de estabilidad o matriz Hurwitz. La estabilidad del origen puede también investigarse
usando el método de Lyapunov. Consideremos la candidata a funcién de Lyapunov

V(x) = x"Px

donde P es una matriz real simétrica definida positiva. La derivada de V(x) sobre las tra-
yectorias del sistema esta dada por

V(x) = x"Px+ #"Px = x"(PA+ A"P)x = —x"Qx
donde Q es una matriz simétrica definida por
PA+ AP = —-Q (3.20)

Si Q es definida positiva, podemos concluir por el Teorema 3.1 que el origen es AE. En el
caso de sistemas lineales, es posible revertir los pasos del método de Lyapunov. Supon-
gamos que comenzamos eligiendo Q como una matriz real simétrica definida positiva, y
resolvemos (3.20) para encontrar P. Si (3.20) tiene una solucién definida positiva, pode-
mos nuevamente concluir que el origen es AE. La ecuacion (3.20) se denomina ecuacion de
Lyapunov.

Teorema 3.10. Una matriz A es Hurwitz, o sea, todos sus autovalores tienen parte real
negativa, sif dada una matriz Q simétrica y definida positiva, existe una matriz P simétrica
y definida positiva que satisface la ecuaciéon de Lyapunov (3.20). Mds atn, si A es Hurwitz,
entonces P es la tinica solucién de (3.20).

Demostracion. La suficiencia sigue del Teorema 3.1 con la funcién de Lyapunov V(x) =
x"Px, como ya mostramos. Para probar la necesidad, supongamos que todos los autovalo-
res de A tienen parte real negativa y consideremos la siguiente matriz P

p— / A Qe dt (3.21)
0

El integrando es una suma de términos de la forma tk=1eMit con Re A; < 0. Por lo tanto, la
integral existe. La matriz P es simétrica. Para probar que es definida positiva, suponemos
lo contrario, es decir, que existe un vector x # 0 tal que x"Px = 0. Sin embargo,

x'"Px =0 = / x"eA Qe xdt = 0
0
— eMx=0,Vt>0 = x=0

porque e’ es no-singular para todo t. Esta contradiccion muestra que P es definida positi-
va. Sustituyendo (3.21) en (3.20) se obtiene

PA+ AP = / A" QeM Adt + / ATeA Qe dt
0 0

_ d ary oA
—/0 dte Qe

00
— eATthAt _Q

0
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lo que muestra que P es una solucién de (3.20). Para mostrar que es la tinica solucion,
supongamos que existe otra solucién P # P. Entonces,

(P—P)A+AT(P—P) =0
Pre-multiplicando por e?" y post-multiplicando por ¢*, obtenemos

_d At
0= i (P—P)e

Por lo tanto,
e"'(P — P)e?! = constante V't
Evaluandoent =0y t = co obtenemos P = P. O

La resolucién de la ecuaciéon de Lyapunov (3.20) no es numéricamente mds ventajosa
que calcular los autovalores de A. La ventaja de este método es que nos provee de una
funcién de Lyapunov cuando A es Hurwitz. Esto nos va a servir para sacar conclusiones
sobre el sistema cuando el lado derecho Ax esté perturbado.

Volvamos al sistema no lineal (3.1)

1= f(x)

donde f : D — R" es una funcién continuamente diferenciable desde un dominio D C R”"
en R". Supongamos que el origen x = 0 esta en el interior de D y es un PE del sistema; es
decir f(0) = 0. Por el teorema del valor medio

£ix) = £0) + Lz (3:22)

donde z; es un punto sobre el segmento de linea que conecta x al origen. La igualdad (3.22)
vale para todo punto x € D tal que el segmento de linea que conecta x al origen esté
totalmente contenido en D. Como f(0) = 0, podemos escribir f;(x) como

£6) = Lotz = Lo+ | L) - Lo«
Por lo tanto

Flx) = Ax + g(x)
donde
~Zo, s = |F@-Fols
La funcién g;(x) satisface

i) < | et - S0 11

Por continuidad de df/dx vemos que

€
]

— 0 cuando |x]|—0
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Esto sugiere que en un entorno pequerio del origen podemos aproximar al sistema no lineal
(3.1) por su linealizacién alrededor del origen

- _of
x = Ax donde A—ax(O)

El siguiente teorema, conocido como el método indirecto de Lyapunov, da condiciones para
determinar la estabilidad del origen del sistema no lineal, a través del estudio de la estabi-
lidad del sistema linealizado.

Teorema 3.11 (Método Indirecto de Lyapunov). Sea x = 0 un PE del sistema no lineal

1= f(x)

donde f : D — R" es una funcién continuamente diferenciable y D C R" es un entorno del
origen. Sea

_of
A= a(x)

x=0

Entonces
1. Elorigen es AE si todos los autovalores de A tienen parte real negativa.
2. El origen es inestable si uno o mds autovalores de A tiene parte real positiva.

Demostracion. Para probar la primera parte, asumamos que A es Hurwitz. Por el Teore-
ma 3.10 sabemos que dada cualquier Q > 0 simétrica, la solucién P de (3.20) es definida
positiva. Usamos

V(x) = x"Px

como candidata a funcién de Lyapunov para el sistema no lineal. La derivada de V(x)
sobre las trayectorias del sistema estd dada por

V(x) = x"Pf(x) + [f(x)]"Px
— XTP[Ax + g(x)] + [X"A" + g7(x) Px
= x"(PA+ A"P)x + 2x"Pg(x)
= —x"Qx + 2x"Pg(x)

El primer término en el lado derecho es definido negativo, mientras que el segundo es, en
general, indefinido. La funcién g(x) satisface

18(x)ll2

1]

— 0 cuando x|, — 0

Por lo tanto, dado y > 0 existe r > 0 tal que
Ig(@)ll2 < ¥llxll2, Vx|l <7
Entonces

V(x) < =x"Qx +2y|[Pllallx[l3,  Vlx[l2 <7
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pero

x"Qx > Awin(Q) || x13

donde A,y (-) denota el minimo autovalor de una matriz. Notar que A, (Q) es real y posi-
tivo porque Q es simétrica y definida positiva. Por lo tanto

V(x) < =[Anin(Q) = 2vIIPl2] [Ix[I2,  Vlx]l2 <7

Eligiendo ¥ < Auix(Q)/(2]|P|2) aseguramos que V(x) es negativa definida. Por el Teore-
ma 3.1, el origen es AE.
La prueba de la segunda parte queda como ejercicio. [

Ejemplo 3.15. Consideremos el sistema escalar
X =ax

Linealizando alrededor del origen obtenemos

of
A= a(x) T 3ax*| _, =0

El autovalor estd sobre el eje imaginario, por lo que no podemos decir nada acerca de la
estabilidad del origen como PE del sistema no lineal usando el sistema linealizado. Esta
conclusién es genuina ya que el origen puede ser AE, estable o inestable dependiendo del
valor del pardmetro a. Sia < 0, el origen es AE como puede probarse usando la funcién de
Lyapunov V(x) = x*. Sia = 0, el sistema es lineal y el origen es estable. Sia > 0, el origen
es inestable, como puede concluirse usando el Teorema 3.3 y la funcién V(x) = x*, cuya
derivada sobre las trayectorias del sistema es V(x) = 4ax® > 0 sia > 0. o
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