Capitulo 6

Estabilidad Entrada-Salida

Hasta ahora estuvimos trabajando con descripciones de sistemas en el espacio de esta-
do. En el enfoque de espacio de estados trabajamos con ecuaciones de la forma

x = f(t x,u)
y=h(t x,u),

donde u, y y x son las variables de entrada, salida, y estado, respectivamente. Un enfoque
alternativo para modelar mateméticamente un sistema dindmico es el enfoque de entrada-
salida. Un modelo de entrada-salida relaciona la salida del sistema directamente con la
entrada, sin importar la estructura interna del sistema representada por la ecuacién de
estado. El sistema es considerado como una caja negra a la que s6lo puede accederse a
través de sus terminales de entrada y salida.

6.1. Sefalesy Sistemas como Operadores
Consideramos sistemas cuya relacién entrada-salida esté representada por
y=Hu

donde H es un mapeo u operador que especifica y en términos de u. Asi como una funcién
mapea un valor de la variable en un valor de la imagen, los operadores con los que vamos a
trabajar mapean sefiales en sefiales, donde una sefial es una funcién (vectorial) del tiempo.
La entrada u pertenece entonces a un espacio de sefiales, que se suele tomar como un espa-
cio lineal normado £™ de funciones u : [0,00) — R™.! Por ejemplo, el espacio de funciones
uniformemente acotadas, L, con la norma?

[llz = sup [[u(t)]| < oo
10

y el espacio de funciones seccionalmente continuas de cuadrado integrable, L', con la norma

|z, = \//OOO W (B)u(t) dt < oo.

La notacién £™ indica que las funciones son a valores en R™. A veces simplificaremos a £ cuando las
dimensiones estén claras del contexto, o sean irrelevantes.

ZNotar que una cosa es la norma ||u(t)]|, tomando a u(t) como un vector en R", y otra es la norma de u
como elemento de un espacio funcional. Marcamos la diferencia notando esta tltima con |||z cuando no
esté claro del contexto.
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Mas generalmente, el espacio £}/ con 1 < p < 0o se define como el conjunto de funciones
seccionalmente continuas u : [0, 00) — R™ tales que

00 1/p
fulle, = ([ It ar) < o

Se puede verificar que L}, para cada p € [1, o0], es un espacio lineal normado.

Suele referirse a la norma £, de una sefal como la energia de la sefal. Esta interpreta-
cién es una generalizacion del concepto fisico de energia. Por ejemplo, si u representa la
corriente eléctrica por un resistor de 1Q), entonces la potencia eléctrica instantdnea disipada
por el resistor es igual a ||u(t)]|* y la energia es la raiz cuadrada de la integral de ésta, es

decir,
fulles =/ [ ol .

1

Figura 6.1: Relacién entre los espacios funcionales £

El diagrama de Venn de la Figura 6.1 muestra la relacién de inclusiones entre los espa-
cios de sefiales £, £, y L. Es facil ver que hay funciones en £, que no estdn en £,, como
por ejemplo un escalén

u(t):{o sit <0

1 si0<t.

En cambio, la senal

0 sit <0
u(t) =<1/t sio<t<1
0 sit > 1.

pertenece a L1, ya que

11 p
u —= S t: 2,
” ”51 /0 \/E

pero no pertenece a £,, ya que la integral de 1/t es divergente en el intevalo [0, 1]. Tampoco
pertenece a £, ya que no es acotada.
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Siu € L1 N Ly, entonces u € L,, como se ilustra en el diagrama. En efecto,
| lm@lde= [ e ar

<sup u(t)]| [ u()] d

t>0

< [lullzalluley

6.2. Estabilidad L

Si pensamos que u € L™ es una sefial «buena», una pregunta natural es si la salida y
serd también «buena» en el sentido de que y € L9, donde L7 es el mismo espacio lineal
normado que L™, s6lo que el nimero de variables de salida g es, en general, diferente del
numero de variables de entrada m. Un sistema que tiene la propiedad de mapear sefiales
«buenas» en sefiales «buenas» se define como un sistema estable. Para poder tratar sistemas
inestables, tenemos que definir al operador H actuando entre espacios mds generales que
los £, de forma que una entrada que pertenezca a L" tenga la posibilidad de generar una
salida que no pertenezca a £7. Por lo tanto, H suele definirse como un mapeo entre un
espacio extendido L™ y un espacio extendido £{, donde

Ll ={u|u, e L™ VT >0}
donde 1, es un truncamiento de u definido como

<t <
uT(t):{u(t)' 0<t<r
0, t>T

El espacio extendido L' es un espacio lineal que contiene al espacio no extendido £ como
subconjunto. Permite tratar sefiales no acotadas que crecen indefinidamente con el tiempo.
Por ejemplo, la sefial u(t) = t no pertenece al espacio L., pero su truncamiento pertenece
a L., para todo 7 finito. Por lo tanto u(t) = t pertenece al espacio extendido L.

Un mapeo H : LI" — L] es causal si el valor de la salida (H u)(t) en cada t depende s6lo
de valores de la entrada hasta el tiempo t. Esto es equivalente a

(Hu); = (Huz),

La causalidad es una propiedad intrinseca de todo sistema dindmico representado por un
modelo en espacio de estados.

Ahora que tenemos definidos los espacios de sefiales de entrada y salida podemos de-
tinir estabilidad entrada-salida.

Definicién 6.1 (Estabilidad Entrada-Salida). Un mapeo H : L' — L1 es L estable si existe
una funcién « de clase K, definida en [0, 00), y una constante no-negativa /3 tal que

I(Hu)elle < a(fluellc) + B (6.1)

paratodau € Ly T € [0,00). El mapeo es L estable con ganancia finita si existen cons-
tantes no-negativas y y f3 tales que

I(Hu)elle < vluclle + B (6.2)

paratodau € L'y T € [0, 00). o
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Cuando un sistema satisface la desigualdad (6.2), suele ser importante calcular el mi-
nimo valor de y para el cual existe 3 tal que (6.2) se satisface. Cuando este valor existe y
es finito lo llamamos la ganancia del sistema. Cuando (6.2) se satisface para algtin y > 0,
decimos que el sistema tiene ganancia £ menor o igual que .

Para sistemas causales y L estables tenemos que

uel"™ = Huell, y |[Hul|<a(lullz)+ B, YueL",
y si el sistema tiene ganancia finita,
IHullz <vlullc+B8,  Vuel"

Ejemplo 6.1 (Funcién Estatica). Una funcion estética (sin dindmica, como la funcién sat(-))
h:[0,00) x R — R puede verse como un operador H que asigna a cada sefial de entrada
u(t) la sefial de salida y(t) = h(t, u(t)). Por ejemplo, si h satisface

\h(t,u)| <alul, Vt>0,VueR

con alguna constante positiva 4, entonces para cada p € [1, 0], el operador H es L estable
con ganancia finita y satisface (6.2) cony =ay 3 = 0.
Ahora supongamos que

h(u) = u?.

Como

sup [h(u(t))] < (sup u(t)])”

t>0 t>0

entonces H es L, estable con a(r) = r* y 3 = 0. Notemos que H no es L, estable con
ganancia finita porque la funcién h(#) = u? no puede acotarse con una recta de la forma
|h(u)| < y|u| + B en todo el eje real. o

Ejemplo 6.2 (Operador de Convolucién). Sea

t
ﬂﬂ:/hﬁ—wwﬁmf
0
donde h(t) = 0 para t < 0. Supongamos que h € Ly; es decir,
Ihlle, = [ Ih(o) do < o (63

Siu € L., entonces, para todo T € [0,00) yt < T,

(o) < [t = o) u(o) do

< [t 0)ldo sup luo) = [ I1(s)ds sup Ju(a)

0<o<T 0<o<T

Séjg [h(s)lds sup |u(o)] =[]z |[uellz.

0<o<rt
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Tomando el supremo para todo t < 7 en el lado izquierdo, obtenemos
lyellew < NBlle;luclle., VT € [0,00)

Comparando con (6.2), vemos que el sistema es L., estable con ganancia finita, con y =
|||z, y B = 0. Més atn, puede probarse (Khalil, 1996, pp. 265-266) que la condicién (6.3)
en realidad garantiza estabilidad £, con ganancia finita para cada p € [1, 00], es decir

[Y=llz, < hlleluelle, VT €0, 00).
Ejemplo 6.3 (Sistema Lineal Estacionario). Sea

x=Ax+Bu, x(0)=xg
y = Cx+ Du

donde A es Hurwitz. La salida estd dada por
t
y(t) = Ce'xy +/ Ce""4Bu(1) dt + Du(t).
0

Para cada xy fijo, la expresion de arriba define un operador H que a cada sefial u(t) le asigna
una sefial y(t). Como A es Hurwitz, sabemos que

led|| < ke™™, Vt>0,

con k y a ciertas constantes positivas. Por lo tanto,

t

ly()] < kle_”t+kz/0 e " u(T) || dT + kal[u(t)], (6.4)
donde
ki =k||Cllllxoll, ko =K[[B[[[ICl|, ks =D

Definamos las sefiales

t
va(t) =k [ eI u(r) | dr
ya(t) = ksllu(®)]-
Supongamos que u € L}, con p € [1,00]. Acotamos la norma de y;(t) como

[Y1ellzoe < Ko

1\ Y7
[y1elle, <k (@) , 1<p<oo.

Para la norma de y(t) usamos los resultados del ejemplo anterior:

ka
y2elle, < —lluclle,
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Para la norma de y;(t), es facil de ver que

[Yselle, < kslluclle,

Usando la desigualdad triangular para la norma de y(t) en (6.4), tenemos que (6.2) se sa-
tisface con

k1 p =0

ka
Y = k3 +—, /3 = 1 1/p

a kq (ﬁ) 1<p<oo.
Por lo tanto el sistema lineal estacionario (A, B,C, D), con una matriz A Hurwitz, es L,
estable con ganancia finita para cada p € [1, o). Notar que el término de «corrimiento» 3
es proporcional a la norma de la condicién inicial ||xy||. Cuando xy = 0 la ecuacién (6.2) se
satisface con 3 = 0. o

6.3. Estabilidad L en Variable de Estado
Consideremos el sistema

X = f(t,xu), x(0) = xg 6.5)

y=nh(t,x,u)
dondex € R, u e R", y € RY, f : [0,00) x R" x R"™ — R" es seccionalmente continua en ¢
y localmente Lipschitz en (x,u); h : [0, 00) x R" x R" — R es seccionalmente continua en
t y continua en (x, u). Para cada x, € R" fijo, el modelo de estado (6.5) define un operador
H que a cada sefial de entrada u(t) asigna una sefial de salida y(¢). Supongamos que x = 0
es un PE del sistema no forzado

i = f(t,x,0) (6.6)

El tema de esta seccién es mostrar que si el origen de (6.6) es exponencialmente estable,
entonces, bajo algunas hipétesis sobre f y h, el sistema (6.5) es L, estable. Tenemos entonces
el siguiente resultado.

Teorema 6.1 (Estabilidad Exponencial — Estabilidad £). Consideremos el sistema (6.5)
donde f es seccionalmente continua en ¢ y localmente Lipschitz en (x, u), y h es seccional-
mente continua en ¢ y continua en (x, #). Supongamos ademds que

1. Elorigen x = 0 es un PE globalmente exponencialmente estable de (6.6), y existe una
funcion de Lyapunov V(t, x) que satisface

allx]* < V(Ex) < o x|?

ov. oV
20 < _ 2
ot + axf(tlxlo) = C3||X|| 6.7)

para todo (t,x) € [0, 00) x R" y ciertas constantes positivas ci, ¢z, ¢3 ¥ Ca.

oV
5| <l
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2. Las funciones f y h satisfacen las desigualdades

£ (82, u) = f(£x,0)[| < Lijull

(6.8)
1R (t, x,u) || < flxf| + m2 [ul

para todo (t,x,u) € [0,00) x R" x R™ y ciertas constantes no negativas L, 11 y 1.

Entonces, para cada xo € R", el sistema (6.5) es L, estable con ganancia finita para cada

p € [1, 00]. En particular, para cada u € L}, la salida y(t) satisface

lyelle, < vlluelle, + B (6.9)
para todo T € [0, c0), donde la ganancia y y el corrimiento 3 estdn dados por
) —
meesl mllxnl /& p= o
Yy=m+ 1C12C34 ’ B = C: 2, 1/p
mlxnl /2 ()7 1<p<o

Demostracién. La derivada de V a lo largo de las trayectorias de (6.5) satisface

V(t,x) = (?3_‘15/+ Z—Vf(t,x,O) - ?S_Z [f(t,x,u) — f(t,x,0)]

< —csllxl|* + callx[LJull.

Definamos la funcién auxiliar W(t) = /V (t, x(t). Veamos primero que W(t) satisface la
desigualdad
. 1 C3 C4L
< —= .
W< =3 (2)we 2w 6.10)

En efecto, si V(t) # 0 entonces W = V/(2/V) = V/V/(2V). Usando las desigualdades
en la primer linea de (6.7) y la cota que ya obtuvimos para V obtenemos (6.10).

Si V(t) = 0, W(t) no estd definida. Sin embargo, puede mostrarse que W(t) esta bien
definida como derivada por derecha ® y que en ese caso

- C4L
< 2 NG
y como W(t) = 0 cuando V() = 0, concluimos que (6.10) vale para todos los valores de

V(t).
Ahora, usando el Principio de Comparacién (Lema 2.11) en (6.10) obtenemos

(B,

C4L
2y/c1 Jo

donde hemos denotado @ = c3/(2c;). Reemplazando W por v/V y usando de nuevo las
desigualdades en la primer linea de (6.7), llegamos a que

€1 —a el [t —a(t—1
I < [ Dllle + 25 [ oot o) e

3Tomando limite por derecha en la definicién de la derivada, ver detalles en (Khalil, 1996, Apéndice Al).

t
W(t) <e ™W(0) + e‘”(t_7)||u(’r)||d’r,
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Finalmente, usando la desigualdad para & en (6.8) obtenemos a la cota para la salida y
t
Iy < Fre™ +kz/0 e~ |u(7) || dT + ksl|u(t)]], (6.11)
donde

c csL
ki = —ZHXOHTh, ky = - 771, ks = 15.
Cq 2C1

Notemos que la desigualdad (6.11) es precisamente la desigualdad (6.4) del Ejemplo 6.3.
Asi, repitiendo lo que hicimos en el Ejemplo 6.3 llegamos a (6.9) y concluimos la prueba.

O
Ejemplo 6.4. Consideremos el sistema
x=—-x—x4u, x(0) = xg
y=tanhx +u
El origen de
X =—x—x°

es globalmente exponencialmente estable, como puede probarse usando la funcién de Lya-
punov V(x) = x?/2. La funcién V satisface (6.7) con ¢; = ¢ = 1/2,¢c3 = cs = 1. Las
funciones f y h satisfacen (6.8) globalmente con L = 1n; = 1, = 1. Por lo tanto, para cada
xo € Ry p € [0,00], el sistema es L, estable con ganancia finita. o

Ejemplo 6.5. Consideremos el sistema de segundo orden con una entrada y una salida

5(1:3(2
Xy = —x1— X, —atanhx; +u
y:xll

donde a es una constante no negativa. El sistema no forzado puede considerarse como una
perturbacién del sistema lineal y estacionario

X = Ax, dondeA:[O 1}.

-1 -1
Como A es Hurwitz, resolvemos la ecuacion de Lyapunov PA + ATP = —1, que da
3 1
p— |2 2]
11

y usamos V(x) = xTPx como candidata a funcién de Lyapunov para el sistema no lineal
sin entrada. Calculamos la derivada

V = —x? — x5 — ax, tanh x; — 2ax, tanh x;.
Como x; tanh x; > 0 para todo x; € R, tenemos que
V < —[lx]l + 2alx x| < —(1—a)llx]3.

Asi, para todo a < 1, nuestra candidata V satisface (6.7) globalmente con ¢; = A (P), c2 =
Amax(P),c3 =1—a,cs = 2||P||2 = 2Amax(P). Las funciones f y h satisfacen (6.8) globalmente
con L = 1; = 1,1 = 0. Concluimos que, para cada xo € Ry cada p € [1, 0], el sistema es
L, estable con ganancia finita. o
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6.4. Ganancia £,

La estabilidad £, juega un rol especial en el anédlisis de sistemas, puesto que es natural
trabajar con sefiales de cuadrado integrable que pueden verse como sefiales de «energia»
tinita. En muchos problemas de control se requiere que el efecto de una entrada de pertur-
bacién sobre la salida sea pequefio. Con entradas en £,, el objetivo de control es asegurar
que el sistema sea £, estable con ganancia finita y minimizar la ganancia £, del sistema.
En esta seccién vemos como calcular la ganancia £, o una cota superior de la misma. Co-
menzamos con sistemas lineales estacionarios.

Teorema 6.2 (Ganancia £, de un Sistema Lineal Estacionario). Sea el sistema lineal esta-
cionario

X = Ax+ Bu
y = Cx+ Du

donde A es Hurwitz. Sea G(s) = C(sI — A)™!B + D, la funcién transferencia del sistema.
Entonces la ganancia £, del sistema es

v = sup ||G(jw)|2

w€eR

donde ||G(jw)|l2 = /Anax[G'(—jw)G(jw)] es la norma 2 inducida de la matriz compleja
G(jw).

Demostracion. Tomamos x(0) = 0, ya que la ganancia y no depende de x(0) (ver el Ejem-
plo 6.3). De la teoria de transformada de Fourier, sabemos que para una sefial v € £,
(definida nula para t < 0), la transformada de Fourier Y (jw) es

Y(jw) = /OOO y(t)e /¥'dt, yademas Y(jw)= G(jw)U(jw).

Vamos a usar el Teorema de Parseval, que dice que para y € £,,

[e'e} » _i/oo ) 2
|l za =5 [ vl de.

Entonces, usando el Teorema de Parseval podemos escribir

I¥les= [ Iyl

= o [ I Bdew = 5 [ ¥ ()Y (jew) de
=5 | w(jw)6 (jw)G(jw)U(jw) do

< [suplctal] o [ luge) e

weR

2

— [supG(jw)l] lnle.
weR

lo que muestra que la ganancia £, es menor o igual que (6.12). La prueba de que es exac-

tamente igual a (6.12) se hace por un argumento de contradiccién y puede verse en Khalil

(1996, Apéndice A.9). [l
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Para sistemas lineales estacionarios de una entrada y una salida (es decir, con funcién
transferencia escalar), la ganancia £, es simplemente

y = sup |G(jw)], (6.12)

weR

o sea, el maximo valor del médulo de G(jw), es decir, el méximo pico en el diagrama de
Bode de magnitud de G(s).

El caso de sistemas lineales estacionarios es excepcional, en el sentido de que podemos
calcular la ganancia £, en forma exacta. En casos méas generales s6lo podemos obtener una
cota superior, como en el siguiente teorema.

Teorema 6.3 (Ganancia £, de un Sistema No Lineal Afin en la Entrada). Consideremos el
sistema no lineal

i=flx)+gxu  x(0) = x
y = h(x)
donde x € R", u € R", y € RY, f es localmente Lipschitz, g y h son continuas. Sea y

un nimero positivo y supongamos que existe una funcién continuamente diferenciable y
definida positiva V(x) que satisface la desigualdad de Hamilton-Jacobi

(6.13)

o ()h(x) <0 (6.14)

1% 1 oV . v\’
ox

RV, f18:17) = 50f (0 + 555,808 ()

para todo x € R". Entonces, para cada xo € R", el sistema (6.13) es £, estable con ganancia
finita y su ganancia £, es menor o igual que .

Demostracién. Para la prueba completamos cuadrados usando la identidad

2 1 2
Y b——za
Yoz

T
b=
4 2

1
—Hb||z t5,2 > llall3- (6.15)

Planteamos V(x), la derivada de V(x) a lo largo de las trayectorias de (6.13), y usamos la
identidad (6.15) cona™ = (0V /0x)gy b = u. Asi,

i oV oV
V(x) = el T8¢
ov = 2

2 T
1 0V [0V Y
2+—2y20—xgg (a—x) +7H“Hz-

uo Lo (VY
yzg ox

Usando (6.14) e y = h(x) tenemos
wo Lo (OVY
yzg ox

Integrando, y usando el hecho que V(x) > 0, tenemos

2

- a
V(x) < S lullz =3 Iyl -
2
v
2

1
< S lullz = 51yl

Vi) < V() - Vi) < 0 [Tt [ (o3
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Por lo tanto
@) Bde <* [ a3t + 2V (xo)

Sacando raiz cuadrada y usando la desigualdad va?+b%> < a + b, que vale si a y b son
nuimeros no negativos, llegamos a

1Yelle, < vlluelle, +1/2V(x0),

que muestra que (6.13) tiene ganancia £, menor o igual que y. [

Habiamos visto en el Teorema 6.1 que estabilidad exponencial del origen de (6.13) im-
plica, bajo ciertas hipétesis adicionales, que el sistema es £, estable con ganancia finita para
cada p € [1,00]. En el caso de p = 2 disponemos de otra herramienta para probar que el
sistema tiene ganancia £, finita: encontrar una funcién V(x) que satisfaga la desigualdad
de Hamilton-Jacobi (6.14). Si esto pasa, no es necesario que el origen sea exponencialmente
estable, como vemos en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 6.6. Consideremos el sistema

X1 = Xo
Xo = —g(x1) —h(x2) +u
y=x

con ¢g(x1) = ax$, a > 0y h(xy) = kxa, k > 0. En el Ejemplo 3.8 habiamos probado, usando
la funcién

M 1 1 1
W) = [ gy + 333 = goxt + 33

que el origen de este sistema (con u = 0) es GAE. Usando V(x) = aW(x), con & > 0, como
candidata para resolver la desigualdad de Hamilton-Jacobi (6.14), nos queda

HV, fghy) = (—ak+ 2o 4 1) 2
;f/g/ ,')/ - x 2,)/2 2 2

Para probar (6.14) tenemos que elegir o« > 0y y > 0 tales que

2

k+ > i
—X +2—')/2+

o4
20k — 1

oo = >

5 (6.16)

Como nos interesa el minimo 7, elegimos a para minimizar el lado derecho de la desigual-
dad de arriba. Esto da o« = 1/k y y* > 1/k?. Por lo tanto, eligiendo v = 1/k, concluimos
que el sistema tiene ganancia £, menor o igual que 1/k. Notemos que el origen del sistema
no forzado (1 = 0) no es exponencialmente estable, lo que puede verse inmediatamente de
la linealizacion alrededor del origen. o

El ejemplo anterior puede generalizarse de la siguiente manera.
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Ejemplo 6.7. Consideremos el sistema (6.13) con m = g (igual nimero de entradas y sali-
das), y supongamos que existe W(x) > 0, continuamente diferenciable, que satisface

W ((x) < —kh"(x)h(x), k>0

ox
oo (6.17)

) = (x)

para todo x € R". Usando V(x) = aW(x), « > 0, como candidata para resolver la desi-
gualdad de Hamilton-Jacobi (6.14), nos queda

a1

H(V, f,g,hy) = (—(xk—l— 2—)/2 + E) h'(x)h(x)

Igual que en el ejemplo anterior, para probar (6.14) tenemos que elegir «x > Oy y > 0
tales que (6.16) se satisfaga. Repitiendo el argumento que usamos antes, concluimos que el
sistema tiene ganancia £, menor o igual que 1/k. o

Ejemplo 6.8. Consideremos el sistema (6.13) con m = ¢, y supongamos que existe W(x) >
0, continuamente diferenciable, que satisface

MW e(x) < 0

ox
oo (6.18)

o (x) = h'(x)
para todo x € R". La realimentacién de salida
u=—ky+vo, k>0

da el sistema a lazo cerrado
£ = )~ kg(g'() (G ) + 800 2 ) + g0
y=h(x) =g (5 )

Es facil de ver que W(x) y f.(x) satisfacen (6.17). Por lo tanto, el mapeo de entrada-salida
de v a y es £, estable con ganancia finita y su ganancia £, es menor o igual que 1/k. Es
decir, la ganancia £, puede hacerse arbitrariamente pequefia solo con elegir la ganancia k
del control suficientemente grande. o
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