Capitulo 7

Analisis de Sistemas Realimentados

En este capitulo vamos a trabajar con la estructura en realimentacién de la Figura [/.1].
El objetivo es buscar herramientas que garanticen la estabilidad de la interconexién en
términos de propiedades de estabilidad de cada uno de los elementos que la constituyen.
Un caso especial de la configuraciéon en realimentacién que vamos a considerar es cuando
uno de los elementos es un sistema lineal y el segundo elemento es un elemento no lineal
estatico (Figura [/.2).

Figura 7.1: Conexién en realimentaciéon

F+ u Sistema Lineal y
G(s) =C(sI—a)"'B

W(t,y) Elemento
No Lineal

Figura 7.2: Conexién en realimentacion de un sistema lineal y una alinealidad estatica
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7.1. Estabilidad Absoluta

Consideremos la estructura de la Figura /2. Asumimos que la entrada externaes r = 0
y estudiamos el comportamiento del sistema no forzado, representado por

X = Ax+ Bu (7.1)
y = Cx (7.2)
u=—1(t, ) 7.3)

donde x € R", u,y € R, (A, B) es controlable, (A, C) es observable, y i : [0,00) x R — R
es seccionalmente continua en f y localmente Lipschitz en y, y representa un elemento no
lineal sin memoria, posiblemente inestacionario. La funcién de transferencia del sistema
lineal est4 dada por

G(s) = C(sI— A)'B (7.4)

que se asume estrictamente propia (grado relativo mayor o igual que uno). Las hipétesis
de controlabilidad y observabilidad aseguran que (A, B, C) son una realizacién minima de
G(s). El elemento no lineal 1(-, -) satisface una condicion de sector (o es un elemento no lineal
de sector), es decir, existen constantes «, 3, ay b (con 3 > aya < 0 < b) tal que

ay* <yp(ty) <By*, Vt>0,Vye[ab] (7.5)

Si (75) vale para todo y € (—o0,0), decimos que la condicién de sector es global. (Ver
ejemplos en la Figura [.3). A veces el < en alguno o ambos lados de (/.5) es reemplaza-
do por el < estricto. Cuando (7.5) vale globalmente se suele decir que (-, -) pertenece al
sector |«, B] (o («, B3], [«, B), («, B), respectivamente). Es facil mostrar que (7-.3) implica la
desigualdad

[W(t,y) —ayl[W(t,y) —Byl <0,  Vt>0,Vyca,b] (7.6)
A By A By
L YY) S Wity)
/// //,///// OCy /// /’,” ’//(Xy

Figura 7.3: Alinealidad de sector global (izquierda) y local (derecha).

Para todos los elementos no lineales que satisfacen la condicién de sector ([.6), el origen
x = 0 es un PE del sistema (7.1)—(7.3). Lo que nos interesa ahora es buscar condiciones
que garanticen la estabilidad del origen para toda la clase de elementos no lineales que
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satisfacen la condicion de sector. Si conseguimos probar que el origen es AE para todo ele-
mento no lineal en el sector, se dice que el sistema es absolutamente estable. El problema fue
originalmente formulado por Lure, y a veces se lo llama el problema de Lure. Tradicional-
mente, estabilidad absoluta fue definida para el caso en que el origen es globalmente AE.
Vamos entonces a usar la frase “estabilidad absoluta” cuando la condicién de sector es glo-
bal y cuando el origen es GAE, en caso contrario hablamos de “estabilidad absoluta con
dominio finito”.

Definicién 7.1 (Estabilidad Absoluta). Consideremos el sistema (7-1)-(7-3), donde ¢(-, -)
satisface la condicién de sector (7.6). El sistema es absolutamente estable si el origen es
globalmente uniformemente asintéticamente estable (GUAE) para todo elemento no lineal
en el dado sector. Es absolutamente estable con dominio finito si el origen es UAE. o

Vamos a investigar estabilidad asintética del origen usando dos candidatas a funcién
de Lyapunov:

V(x) = x'Px, P=P" >0
y
V(x) = x"Px + n/ Bi(a)do, P=P">0,17>0 7.7)
0

La segunda candidata se conoce como funcién de Lyapunov del tipo Lure. Para esta fun-
cién se asume que 1 es estacionaria y satisface algunas condiciones que aseguran que la
integral estd bien definida y es no negativa. En ambos casos comenzamos con P sin deter-
minar y establecemos una condicién bajo la cual existe P tal que la derivada de V(x) sobre
las trayectorias del sistema es definida negativa para todo elemento no lineal en un dado
sector. Esta condicion tiene la forma de una condicién en el dominio frecuencial de una de-
terminada funcién de transferencia. Esta condicién frecuencial usa el concepto de funcién

de transferencia real positiva y su relaciéon con la existencia de funciones de Lyapunov que
verifican ciertas propiedades. Vamos a ver ahora esos conceptos.

Definiciéon 7.2 (Funcion de Transferencia Real Positiva). Una funcion de transferencia
racional y propia Z(s) es real positiva (RP) si

m Z(s) es analitica en Re s > 0 (semiplano complejo derecho abierto);

= todo polo imaginario (o sea, en s = jw) de Z(s) es un polo simple y con residuo no
negativo;

» la parte real de Z(jw) es no negativa, o sea,
ReZ(jw) >0, VYweR

lo que es equivalente a que el diagrama de Nyquist de Z(jw) esta contenido en el
semiplano complejo derecho cerrado.

Una funcién de transferencia Z(s) es estrictamente real positiva (ERP) si Z(s — €) es RP
para algan € > 0. o

Lema 7.1 (Propiedades de FT ERP). Una funcién de transferencia Z(s) es ERP sii
» Z(s) es Hurwitz, o sea, todos sus polos tienen parte real negativa;

= ReZ(jw) >0, VYwEeR;
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» una de las siguientes dos condiciones se satisface:

1. Z(o0) >0;
2. Z(o0) =0ylim, .o w?Re Z(jw) > 0.

Ejemplo 7.1.

1
w Z(s) = S ©s RP porque no tiene polos en Res > 0, tiene un polo simple en s = 0 con

residuo 1, y

Re Z(jw) :Re,i =0, VYweR
jw

No es ERP porque 1/(s — €) tiene un polo en Res > 0 para cualquier € > 0.

1
w Z(s) = " > 0 es RP porque no tiene polos en Res > 0,y

a

>0, VYweR

Para todo € € (0,a), la FT Z(s —€) = 1/(s+a — €) es también RP. Por lo tanto
Z(s) = 1/(s 4+ a) es ERP. Lo mismo se podria haber probado usando el Lema [/.1] ya

que
. w?a
u Z(S) = m no es RP porque
. 1—w?
Re Z(jw) = At <0, Vw>1

En realidad, cualquier FT de grado relativo mayor que uno no es RP porque el diagrama
de Nyquist no va a estar confinado al lado derecho del plano complejo.
o}

Las FT ERP tienen una propiedad muy importante conocida como el Lema Real Positivo,
o el Lema de Kalman-Yakubovich-Popov.

Lema 7.2 (Kalman-Yakubovich-Popov). Sea Z(s) = C(s[ — A)"'B+ D una FT con A Hur-
witz, (A, B) controlable y (A, C) observable. Entonces Z(s) es ERP sii existen matrices
P =P" >0, WyL,yuna constante € > 0 tales que

PA+ AP = —L'L — eP (7.8)
PB=C'—L'W (7.9)
W'W =D + D" (7.10)

(o]
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7.1.1. Criterio del Circulo

Consideremos el sistema (7-1)—(7-3), con A Hurwitz y donde (-, -) satisface la condicién
de sector (7.6) con « = 0, o0 sea

Y(t,y)[P(t,y) — By <0, Vt>0,Vy € [a,b] (7.11)
Tomamos
V(x) = x"Px

con P a elegir, y calculamos la derivada de V(x) a lo largo de las trayectorias de (Z-1)-(7-3):
V(t,x) = x"(PA + A"P)x — 2x"PB1(t, Cx)

Sumamos —2(p — BCx) (que es > 0 por (7-I1)) al lado derecho y obtenemos una cota
superior de V (¢, x), es decir

V(t,x) < x"(PA+ A"P)x — 2x"PB(t,Cx) — 21(t, Cx)[¢(t,Cx) — BCx]
= x"(PA + A™P)x + 2x"(BC" — PB)y(t,Cx) — 2[y(t, Cx)]?

Vamos a completar cuadrados para probar que el lado derecho es definido negativo. Para
eso, supongamos que existen matrices P = P" > 0 y L, y una constante € > 0 tales que

PA+ A'P = —L'L — eP (7.12)
PB=BC"—2L" (7.13)

Entonces

V(t,x) < —ex"Px — x"L"Lx + 22 x"L™(t, Cx) — 2[1p(t, Cx)]?
= —ex"Px — [Lx — V2 1(t, Cx)]?
< —ex'Px

Vemos que podemos probar que V (¢, x) es definida negativa si podemos encontrar P, Ly €
que satisfagan (/.12)—(7.13). Usando el Lema .2 vemos que esto es asi sii la FT

Z(s) =1+ BC(sI — A)'B =1+ BG(s)
es ERP. Probamos entonces el siguiente lema.

Lema 7.3. Consideremos el sistema (7-1)—(7-3), donde A es Hurwitz, (A, B) es controlable,
(A, C) es observable, y (-, -) satisface la condicién de sector (7-11) globalmente. Entonces
el sistema es absolutamente estable si Z(s) = 1+ BG(s) es ERP.

Si (Z.IT)) se satisface solo en un intervalo [a, b] finito, entonces la misma condicién de
Z(s) garantiza que el sistema es absolutamente estable con dominio finito. o

La condicién de que A sea Hurwitz puede removerse mediante un truco llamado trans-
formacién de lazo o corrimiento de polos. Supongamos que A no es Hurwitz y que el elemento
no lineal (-, -) satisface la condicién de sector (7.6) con « # 0. Definimos un nuevo sistema
lineal

(7.14)
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con modelo de estado
X = (A — BaC)x + Bu
y=~Cx

y un nuevo elemento no lineal

Yr(t,y) =¥t y) —ay

Esto es equivalente a aplicar una realimentacion negativa de ganancia « alrededor de G(s)
y restar («y) a la salida del elemento no lineal (ver Figura [.4). Vemos que si i pertenece
al sector [«, 3], entonces Yy pertenece al sector [0, B — «]. Por lo tanto, si Gr(s) es Hurwitz
estariamos en condiciones de aplicar el Lema [.3y concluir que si Zr(s) = 1+ (B — a)Gr(s)
es ERP, el sistema es absolutamente estable.

+ +
O G(s)

— Kmin

-

Kmin

Figura 7.4: Transformacioén de lazo.

Para aplicar el Lema [/.3, tenemos que verificar que:

» Z71(s), que puede escribirse como

Zr(s) =1+ (B —a)Gr(s)

B G(s)
N 1+(/3_OC)1—I—OCG(S)
1+ BG(s)

1+ aG(s)

es ERPy

» Gr(s) en (7.14) es Hurwitz.

Para verificar que Zr(s) es ERP podemos usar el Lema [.1 que dice que Z1(s) es ERP sii
Z1(s) es Hurwitz y
o 1+ BG(jw)
1+ aG(jw)
Vamos a relacionar esta condicién con el diagrama de Nyquist de G(jw). Para eso necesi-
tamos distinguir entre tres casos diferentes dependientes del signo de «.

R >0, VYweR (7.15)
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Caso0<a<f3

En este caso, multiplicando por /3, (7-I5) se puede reescribir como

1/B+G(jw)

Re L Ja T Cljw)

>0, VweR

Figura 7.5: Representacién gréfica del criterio del circulo

Dado un punto g sobre el diagrama de Nyquist de G(jw), los ntimeros complejos 1/ +
G(jw)y1/a+ G(jw) pueden representarse con los vectores que conectan los puntos (—1/3)
y (—1/x) con g, respectivamente (ver Figura [/.5). Notar que, si G(jw) # —1/By G(jw) #
-1/

cos(6 —6,) >0 = 91—92<§

o /B+G(jw) _ ‘1//3 +G(jw)
1/a+ G(jw) 1/a+ G(jw)

Definamos D(«, ) como el disco cerrado en el plano complejo que pasa por los puntos
(=1/B) y (—1/a) y con centro en el eje real. Es facil de ver que 6; — 6, < 71/2 siempre que
el punto g esté fuera del disco D(«, ). Como la condicién (7-I5) tiene que valer para toda
w real, concluimos que todos los puntos sobre el diagrama de Nyquist de G(jw) deben
estar fuera del disco D(«, 3).

Por otro lado, para garantizar que Gr(s) en (7.14) sea Hurwitz (lo que implica que Z1(s)
es Hurwitz), usamos el criterio de Nyquist, que dice que Gr(s) es Hurwitz sii el diagrama
de Nyquist de G(jw) no intersecta el punto (—1/«) y lo envuelve, en sentido antihorario,
exactamente m veces, donde m es el numero de polos de G(s) en el semiplano derecho
abierto.

Por lo tanto, las condiciones para estabilidad absoluta se satisfacen si el diagrama de
Nyquist de G(jw) no entra en el disco D(«, 3) y lo envuelve m veces en sentido antiho-
rario.

Caso x=0,3>0
En este caso Gr(s) = G(s) y la condicién (7-15) toma la forma
Re[l+ BG(jw)] >0, VweR
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1
Re G(jw) > 5 Vw e R
Por lo tanto las condiciones para estabilidad absoluta se satisfacen si G(s) es Hurwitz y
el diagrama de Nyquist de G(jw) estd a la derecha de la recta vertical Res = —1/.

Caso a <0< f

En este caso la condicién (7.15) se puede reescribir

1/ +G(jw)
Re a1 Gljw) <0, VweR
donde el signo de la desigualdad es el opuesto porque multiplicamos por («/f) < 0.
Repitiendo el andlisis anterior, concluimos que ahora el diagrama de Nyquist de G(jw)
debe estar dentro del disco D(«, 3). Esto significa que el diagrama de Nyquist de G(jw)
nunca va a poder envolver al punto (—1/«), lo que implica que necesitamos que G(s) sea
estable para que Gr(s) también lo sea.

Resumimos todas las condiciones en el siguiente teorema.

Teorema 7.4 (Criterio del Circulo). Consideremos el sistema (7-1)—(7.3), donde (A, B) es
controlable, (A, C) es observable, y 1(-,-) € [«, B]. Entonces el sistema es absolutamente
estable si la correspondiente de las siguientes condiciones se satisface:

1. Si0 < a < 3, el diagrama de Nyquist de G(jw) no entra en el disco D(«, 3) y lo lo
envuelve m veces en sentido antihorario, donde m es el niumero de polos de G(s) en
el semiplano derecho abierto.

2. Si0 = a < B, G(s) es Hurwitz y el diagrama de Nyquist de G(jw) est4 a la derecha
de la recta vertical Res = —1/.

3. Sia <0< B, G(s)es Hurwitz y el diagrama de Nyquist de G(jw) estd en el interior
del disco D(«, f3).

(0]

7.1.2. Criterio de Popov

Es una generalizacién del criterio del circulo que da resultados menos conservadores.

Teorema 7.5 (Criterio de Popov). Consideremos el sistema (/.1)—(7.3), donde A es Hurwitz,
(A, B) es controlable, (A,C) es observable, y Y(-) es un elemento no lineal estacionario
perteneciente al sector [0, 3] . Entonces el sistema es absolutamente estable si existe n > 0
que no sea un autovalor de A y tal que

Z(s) =1+ (14 ns)BG(s)

es ERP. o
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- 1
pendiente

[—

RIG(jw)]

Figura 7.6: Diagrama de Popov.

La prueba es similar a la del Lema [/.3 pero usando (7.7) como candidata a funcién de
Lyapunov. Notar que con 1 = 0 el Teorema [/.5 se reduce al Lema [.3, lo que muestra que
el criterio de Popov es menos exigente que el del circulo. Como en el criterio del circulo, la
restriccion de que A sea Hurwitz puede removerse haciendo transformacién de lazos.

Vamos a ver una interpretacion grafica. Para chequear graficamente que Z(s) es ERP: (i)
elegimos 11 > 0 tal que Z(oc0) > 0; (ii) el Lema [/.]] entonces garantiza que Z(s) es ERP sii

Re[l+ (1 + jwn)BG(jw)] >0, VweR

lo que equivale a

% 4+ Re[G(jw)] — nwIm[G(jw)] > 0, Yw e R (7.16)
Si graficamos w Im[G(jw)] versus Re[G(jw)], vemos que la condicién (7-16) se satisface si
la grafica estd a la derecha de la recta que corta el eje de las abcisas en el punto —1/3 con
pendiente 1/ (ver Figura [/.6). Esta grafica se conoce como diagrama de Popov.

7.2. Teorema de la Peque fia Ganancia

El formalismo de estabilidad entrada-salida es particularmente ttil para estudiar la es-
tabilidad de interconexiones de sistemas dindmicos, ya que la nocién de ganancia de un
sistema nos permite seguir como la norma de una sefial crece o decrece a medida que pasa
por un sistema.

Vamos a considerar la interconexién en realimentacién de la Figura [/.7). Tenemos dos
sistemas: Hy : L — L1y H, : LI — L". Supongamos que ambos sistemas son £ estables
con ganancia finita, es decir

lyielle < wllewelle +B1,  Ver € LY, VT € [0,00) (7.17)
lyarlle < v2llearllc + B2, Ve, € L1,V1 € [0, 0) (7.18)
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uq + €1 1
SN2 Yy
Y2 €2 + Uz
H, 0
+

Figura 7.7: Conexién en realimentacion.

Supongamos ademds que la interconexion esté bien definida, en el sentido de que para cada
par de entradas u; € L'y u, € L1 existen tnicas salidas ey, Yo € LI'yoe, Y1 € Ll
Queremos estudiar si la interconexién en realimentacién, cuando es vista como un mapeo
desde el par de entrada (u1,u;) al par de salida (e;, e2), es L estable. El siguiente teorema
da una condicién suficiente para estabilidad £ de la interconexién.

Teorema 7.6 (de 1a Pequefia Ganancia). Bajo las hipétesis de arriba, si

Y1y <1

entonces para todo u; € L'y up € L]

lerellz < ([[rell +v2lluzelle + Biyv2 + B2) (7.19)

1
11—y
1

el < [——s (lluzelle +yallwielle + Bavi + B1) (7.20)

paratodo T € [0,00).Siuy € L™y uy € L9, entonces ey, y» € L™ y ey, y1 € L9, y las normas
de e; y e, estdn acotadas por el lado derecho de (7.19) y (7.20) con las funciones sin truncar.

Prueba: Asumiendo la existencia de la solucién podemos escribir:
€1t = Ui — (HZ eZT)T/ €rr = Upr + (Hl elT)’T
Entonces,

lerelle < [lurelle + [[(Hze20)< |2
< Nuiellc + v2lleaell 2 + B2
< luiellz + v2 (lu2ellz + valleiellc + B1) + B2
= v172llewllc + (luicllc + valluzcllc + B1ve + Bz)

Como y1y2 < 1, despejando |e1.|| . obtenemos (7-19). La cota sobre ||ex; ||z se prueba de la
misma manera. Si u; € L™y u, € L9, las normas ||u1]|z y ||uz2]|z son finitas. Por lo tanto,
|leiz||c estd acotada para todo 7, uniformemente en 7, ya que |[ui||z < ||uillz, i = 1,2.
Entonces, ||e1 ]| es finita. Lo mismo se aplica a ||ez||z, [|y1llz v ||v2llz- O

El teorema de la pequefia ganancia simplemente dice que la interconexién en realimen-
tacion de dos sistemas estables entrada-salida, va también a ser estable entrada-salida si el
producto de las ganancias de los sistemas es menor que uno. La interconexién en realimen-
tacion es una estructura conveniente para estudiar robustez de sistemas dindmicos. Por
ejemplo, H; puede tomarse como el sistema nominal y H, como una perturbacion estable.
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7.3. Pasividad

El enfoque de pasividad es un enfoque alternativo para el anélisis de estabilidad de sis-
temas realimentados. En lineas generales, un sistema es pasivo si no genera energia. Vamos
a hacer la definicién més precisa para sistemas dindmicos representados por ecuaciones de
estado y para funciones sin memoria. Primero veamos un ejemplo introductorio.

Ejemplo 7.2 (Circuito RLC). Consideremos el circuito RLC de la Figura [/.§. Tomamos la
tensién y corriente en la fuente como entrada u y salida y, respectivamente. El producto uy
es el flujo de potencia a la red pasiva. Tomando como variables de estado la corriente en la
inductancia, x1, y la tensién en el capacitor, x,, el modelo de estados es

Lxl =Uu —R2X1 — Xp

1
Citr = X1 — —
X2 X1 R3 X2
X, + L
y=x R1
Ry L
y i
+
+
Ry - C R;
u C) ¢ T™
Figura 7.8: Circuito RLC
La energfa almacenada en el sistema es V(x) = 1Lx7 + 1Cx3. Como la red es pasiva, la

energia que entra a la red en un periodo [0, ] debe ser mayor o igual que el aumento de
energia almacenada en la red durante ese periodo, es decir

/0 u(s)y(s)ds > V(x(t)) — V(x(0)) (7.21)

Si la desigualdad (7.21)) vale con mayor estricto, la diferencia entre la energia entrante y
la almacenada por la red es la energia disipada en los componentes resistivos de la red.
Podemos también escribir (7.21)) en forma instantdnea como

u(Hy(t) = V(x(t)) (7.22)

Para la red RLC, podemos llegar a la desigualdad (/.22) directamente planteando la deri-
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vada de V/(x) sobre las trayectorias del sistema, es decir

/ 1
V(x) = Lxix1 + Cxata = x1(u — Roxy — x2) + x2(x1 — —-x2)

R
1
= x1u — Ryx? — R—gx%
1 1
= (v - R—lu)” — Roxi — R_3x%

1 1
= uy — R—luZ — Rox? — R—3x§

Por lo tanto

. 1 1 .
uy = V(x) + —u + Roxi + —x3 > V(x)
Ry R3

Los términos cuadraticos no negativos representan la tasa de disipacion, de la cual conside-
ramos distintos casos:

Caso1l R; = R3 = o0, R, = 0. En este caso
uy = V(x)
y no hay disipacién de energfa, el sistema es conservativo.

Caso 2 R, = 0y Rz = oo. En este caso

. 1
uy = V(x) + R—1u2

y la tasa de disipacién es proporcional al cuadrado de la entrada. No hay disipacién
de energia sii u(t) es idénticamente cero.

Caso 3 R; = R3 = 00. En este caso y = x; y tenemos
uy = V(x) + Ray?

y la tasa de disipacién es proporcional al cuadrado de la salida. No hay disipacién de
energia sii y(t) es idénticamente cero.

Caso 4 R; = oo. En este caso

. 1
uy = V(x) + Rox3 + R—3x§

y la tasa de disipacién es una funcién definida positiva del estado x. No hay disipa-
cioén de energia sii x(t) es idénticamente cero.

Caso 5 R; = 00, R, = 0. En este caso

. 1
uy = V(x) + R—3x§

y la tasa de disipacion es una funcién semidefinida positiva del estado. Notar que de
la segunda ecuacién de estado tenemos

X)) =0 = x1(f) =0

para cualquier entrada u. Por lo tanto, como en el caso anterior, no hay disipacién de
energia sii x(t) es idénticamente cero.
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Cada uno de estos casos ejemplifican los distintos tipos de sistemas pasivos, que ahora
definimos con precision. e

Consideremos el sistema

£ = flx,u)

) — 1) (7.23)

donde f : R" x R™ — R" es localmente Lipschitz, i : R” x R™ — R™ es continua, f(0,0) =
0,y h(0,0) = 0. El sistema tiene el mismo niimero de entradas que de salidas.

Definicién 7.3 (Sistema Pasivo). El sistema (7.23) es pasivo si existe una funcién continua-
mente diferenciable y semidefinida positiva V(x) (llamada funcién de almacenamiento) tal
que

u'y > Z—Zf(x, u)+eu'u+8y'y + pyp(x), V(x,u) € R" x R"™ (7.24)

donde ¢, 6 y p son constantes no negativas, y 1(x) es una funcién semidefinida positiva del
estado tal que

PY(x(t) =0 = x(t) =0 (7.25)

para todas las soluciones de (7-23) y cualquier u(t) para el cual la solucién existe. El término
p(x) se denomina tasa de disipacion en el estado. M&s aun, el sistema se dice

» conservativo si (/.24) se satisface con la igualdad y cone =6 = p = 0;
= pasivo estricto de entrada si € > 0;
= pasivo estricto de salida si 6 > 0;
= pasivo estricto de estado si p > 0;
Los nombres se combinan cuando hay més de una constante positiva. o

La desigualdad (7.24) se denomina desigualdad de disipacion.
En el caso de pasividad estricta de salida, vamos a considerar la propiedad adicional de
que el sistema sea observable al estado cero, que significa que tiene la siguiente propiedad

y(H) =0 = x(t) =0 (7.26)

para todas las soluciones de (7-23) cuando u = 0. Es decir, ninguna solucién de x = f(x,0),
salvo la trivial x(t) = 0, puede permanecer idénticamente en el conjunto S = {x € R" :
h(x,0) = 0}. Notar que solo se requiere que (7.26) se satisfaga para u = 0, mientras que la
condicién (7.25) sobre la tasa de disipacion en el estado debe satisfacerse para todo u.

La condicién (7.26) puede interpretarse como una condiciéon de observabilidad. Por
ejemplo, para un sistema lineal

X = Ax y=Cx
observabilidad es equivalente a la condicién
y(t) = Cetx(0) =0 <= x(0) =0 < x(t) =0

El siguiente teorema vincula pasividad con las nociones de estabilidad que conocemos.
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Teorema 7.7 (Pasividad y Estabilidad). Consideremos el sistema (/.23).

1.

Si el sistema es pasivo con una funcién de almacenamiento V(x) definida positiva,
entonces el origen de ¥ = f(x,0) es estable.

Si el sistema es pasivo estricto de salida, entonces es £, estable con ganancia finita.
Si el sistema es pasivo estricto de salida con una funcién de almacenamiento V()
definida positiva, y observable al estado cero, entonces el origen de x = f(x,0) es

AE.

Si el sistema es pasivo estricto de estado con una funcién de almacenamiento V/(x)
definida positiva, entonces el origen de x = f(x,0) es AE.

Si en alguno de los tltimos dos casos V(x) es radialmente no acotada, el origen es GAE.

Prueba: El requisito de que V(x) sea definida positiva hace que la podamos usar como
funcién de Lyapunov. Probamos cada caso por separado.

1.

2.

Obviode V < u'y = 0 cuando u = 0.

Planteamos, de (7-24),

. 1 1 5
< yTy — T, — _ o T o T, YT
Vsuly—oy'ly = —o5(u—58y) (u—20y) + -u'u—sy'y

1 o
< T, _ —4,T
ST
Integrando entre cero y T tenemos

[Ty owtoa < 5 [t @unde = 31v(xe) - V)

Es decir

1 2
1Yelle, < S lluelle, +1/ 5V (x(0))
o 1)

Planteamos, de (/.24)),

V < —8h"(x,0)h(x,0) <0
Por la observabilidad al estado cero sabemos que la tinica solucién de ¥ = f(x,0)
que puede permanecer idénticamente en el conjunto S = {x € R" : h(x,0) = 0} es
la trivial x(t) = 0. Usando el principio de invariancia de Lasalle concluimos que el

origen es AE.

Se prueba igual que el punto anterior.

Veamos dos ejemplos de sistemas pasivos.
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Ejemplo 7.3. Un sistema lineal estacionario con realizacién minima y funcién de trans-
ferencia G(s) = C(sI — A)"'B + D estrictamente real positiva es pasivo estricto de estado.
Esto se puede probar usando el Lema /.7 (Kalman-Yakubovich-Popov). Tomando V(x) =
1/2x"Px, y usando (7-8)—(7.9), tenemos

oV
u'y — W(Ax + Bu) = u'(Cx+ Du) — x"P(Ax + Bu)
1 1
=u'Cx+ EuT(D +D"u — ExT(PA + A'P)x — x"PBu

1 1 1
"(B'"P+W'L)x + EuTWTWu + -x"L"Lx 4 —ex"Px — x'PBu

— 2 2
1 1
= E(Lx + Wu)"(Lx + Wu) + EexTPx
1
> EexTPx
Por lo tanto (7.24) se satisface con pip(x) = jex"Px. o

Ejemplo 7.4. Consideremos el sistema (6.13) con m = ¢q, f(0) = 0y h(0) = 0. Supongamos
que (b.18) se satisface. Entonces

wty = S L) + gu) = wih(x) = S F) i u = =2 f(x) 2 0

lo que muestra que el sistema es pasivo. Si en cambio el sistema satisface (p.17) tenemos

oW
u'y — a[f(x) +8(x)u] = —ky'y
y el sistema es pasivo estricto de salida. o

Veamos ahora un ejemplo para introducir la definicién de pasividad para una funcién
estética.

Ejemplo 7.5. Consideremos una fuente de tensién conectada a una resistencia R > 0. Te-
nemos
YTR
Podemos considerar esta funcién estdtica como un sistema con entrada u y salida y. Enton-
ces
1 R

1
uy = EMZ = Ry* = ﬁuz + Eyz

o sea que el sistema puede definirse como pasivo estricto de entrada, de salida, o de entrada
y salida. o

Consideremos la funcién estética inestacionaria
y = h(t, x) (7.27)

donde i : R x R™ — R™ es seccionalmente continua en ¢ y localmente Lipschitz en u.
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Definicién 7.4 (Funcién Estatica Pasiva). La funcién (7.27) es pasiva si
y'y>euu+dy'y, Vu € R™ (7.28)
donde € y 6 son constantes no negativas. Mds atn, el sistema se dice

 pasivo estricto de entrada si € > 0;

» pasivo estricto de salida si & > 0.

7.3.1. Estabilidad de la Interconexi 6n en Realimentaci 6n de Sistemas Pasivos

Vamos a considerar la interconexién en realimentacién de la Figura [/.7), donde H; y H,
son pasivos. Vamos a ver tres teoremas. El primero prueba estabilidad £, con ganancia fini-
ta. El segundo teorema trata estabilidad asintética del origen del sistema no forzado cuando
H; y H, son sistemas dindmicos. El tercer teorema también trata estabilidad asintética pero
cuando H; es una funcion estéatica.

Teorema 7.8. Supongamos que la interconexién de la Figura [/.7] esta bien definida, en el
sentido de que para cada par de entradas u;, u, € L}, existen tinicas salidas ey, e,, y1,
Y2 € L} Supongamos ademads que H; y H; son pasivos, es decir, satisfacen

oV, )
eiTyi > Wﬂ(xi, 61‘) + €i€1»T€j + 51y;ryl , 1=1,2 (729)

(51 H; es una funcion estética, la correspondiente V; es cero.) Entonces el mapeo a lazo
cerrado desde el par de entrada (14, u) al par de salida (1, ¥2), es £, estable con ganancia
finita si

€E1+06>0 vy e+6>0 (7.30)
o
La condicién (7.30) se satisface si
» tanto H; como H, son pasivos estrictos de entrada;
» tanto H; como H, son pasivos estrictos de salida;

= uno de los dos operadores es pasivo mientras que el otro es pasivo estricto de entrada
y salida.

Teorema 7.9. Consideremos el sistema en realimentacién de la Figura /.7, donde H; y H,
son sistemas dindmicos con ecuaciones de estado

X = fi(xi, )

Yi = hi(xi/ei)
parai = 1,2. Supongamos que el sistema en realimentacién tiene un modelo de estado
X = f(x,u)

y =h(x,u)
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donde x = [x1x2|", u = [u1u2]", vy = [y1y2]", f es localmente Lipschitz, /i es continua,
£(0,0) =0y h(0,0) = 0.Sean H; y H, sistemas pasivos con desigualdades de disipacién

Vv, .
ey > Wfi(xi/ ei) +eiejei+ oiyiyi +pii(xi), i=1,2
1

Entonces el origen de ¥ = f(x,0) es estable y toda solucién que comienza suficientemente
cerca del origen es acotada. Si V3 (x1) y Va(x2) son radialmente no acotadas, entonces todas
las soluciones de X = f(x,0) son acotadas. El origen de ¥ = f(x,0) es AE en cualquiera de
los siguientes casos:

Casol p; >0yp, > 0;

Caso2 p; > 0ye; + 8, > 0y H; es observable al estado cero;

Caso 3 p, > 0y ey + 81 > 0y H;j es observable al estado cero;

Caso4 €1+ 6, > 0, e+ 6; > 0y tanto H; como H, son observables al estado cero.

Si en cualquiera de los cuatro casos Vi(x1) y Va2(x2) son radialmente no acotadas, entonces
el origen es GAE.

Prueba: Tomemos #; = u, = 0. En este casoe; = —y» y e = y;. Usando V(x) =
Vi(x1) + Va(x2) como funcién de Lyapunov del sistema en realimentacién, tenemos

) A% oV
V= a—xllfl(xll —1) + 6—x22f2(x2' Y1)

< —p11(x1) — P22 (x2) — (€24 1) yiy1 — (€1 + 82) Yo 12

Si ambos sistemas son solo pasivos, entonces V<0 y el sistema es estable, y existe ¢ > 0 tal
que todas las soluciones que comienzan en {V(x) < c} estdn acotadas. Si V(x) es radial-
mente no acotada, ¢ puede ser arbitrariamente grande. Para probar estabilidad asintética
usamos Lasalle, o sea, probamos que V(x(t)) = 0 implica x(¢) = 0, en cada caso.

Caso 1 Sigue de la propiedad (7.25) de v;(x;).

Caso 2
p1>0 = P1(x(t) =0 = x1(t) =0
y
1+ >0 = 1) =0 = e(t) =0
Ahora

x1() =0,e1(t) =0 = y1(t) =0 = ex(t) =0
y por observabilidad de H, concluimos que x,(t) = 0.

Caso 3 Andlogo al Caso 2.
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Caso 4
e1+6 >0 = y,(t) =0
e2+6 >0 = 1y (t) =0

Por observabilidad de H; y H, concluimos que x(t) = 0.
O

Teorema 7.10. Consideremos el sistema en realimentacién de la Figura [.7, donde H; es un
sistema dindmico descripto por

X1 = fi1(x1,€1)
Y1 = hl(xlzel)

y H; es una funcién estética de forma

Y2 = ha(t, e2)

Supongamos que el sistema en realimentacién tiene un modelo de estado

X = f(tx,u)
y=h(tx,u)

donde x = x1, u = [uyuy|", y = [y1y2]", f y h son seccionalmente continuas en ¢ y local-
mente Lipschitz en (x,u), f(¢,0,0) = 0y h(t,0,0) = 0. Sean H; y H, sistemas pasivos, es
decir, satisfacen

oV
ely, > a—xllfl(xl,el) + ereler + 61y v + prr (x1)

eyl > €28562 + 821512

Entonces el origen de ¥ = f(t, x, 0) es estable y toda solucién que comienza suficientemente
cerca del origen es acotada Vt > 0. Si V;(x;) es radialmente no acotada, entonces todas las
soluciones de X = f(t, x,0) son acotadas. El origen de x = f(t, x,0) es UAE si H; es pasivo
estricto de estado con 1 (x;) definida positiva. Si H, es estacionaria, entonces el origen de
X = f(t,x,0) es AE en cualquiera de los siguientes casos:

Caso1l p; > 0;

Caso 2 €, + 61 > 0y H; es observable al estado cero.
Si Vi (x1) es radialmente no acotada, entonces el origen es GAE. o

Ejemplo 7.6 (Estabilidad Absoluta). Sea H; lineal, estacionario, con realizacién minima y
funcién de transferencia G(s) = C(sI — A)"'B + D estrictamente real positiva. Vimos en
el Ejemplo [/.3 que H; es pasivo estricto de estado con funcién de almacenamiento V(x) =
1x"Px y tasa de disipacion de estado pyp(x) = 1ex™Px,con P > 0y e > 0.

Sea H, la funcién estética y, = h(t,e,), donde h es seccionalmente continua en t, local-
mente Lipschitz en e,, y tal que

u'h(t,u) >0, Yu e R",Vt >0

Esta desigualdad muestra que H; es pasivo.

Es facil de ver que el sistema en realimentacién tiene un modelo de estado bien definido.
Concluimos por el Teorema /.10 que el origen del sistema a lazo cerrado es GUAE. Este es
un resultado de estabilidad absoluta. o
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