
Capı́tulo 7

Análisis de Sistemas Realimentados

En este capı́tulo vamos a trabajar con la estructura en realimentación de la Figura 7.1.
El objetivo es buscar herramientas que garanticen la estabilidad de la interconexión en
términos de propiedades de estabilidad de cada uno de los elementos que la constituyen.
Un caso especial de la configuración en realimentación que vamos a considerar es cuando
uno de los elementos es un sistema lineal y el segundo elemento es un elemento no lineal
estático (Figura 7.2).
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Figura 7.1: Conexión en realimentación
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Figura 7.2: Conexión en realimentación de un sistema lineal y una alinealidad estática
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7.1. Estabilidad Absoluta

Consideremos la estructura de la Figura 7.2. Asumimos que la entrada externa es r = 0
y estudiamos el comportamiento del sistema no forzado, representado por

ẋ = Ax + Bu (7.1)
y = Cx (7.2)
u = −ψ(t, y) (7.3)

donde x ∈ Rn, u, y ∈ R, (A, B) es controlable, (A, C) es observable, y ψ : [0,∞)× R → R
es seccionalmente continua en t y localmente Lipschitz en y, y representa un elemento no
lineal sin memoria, posiblemente inestacionario. La función de transferencia del sistema
lineal está dada por

G(s) = C(sI − A)−1B (7.4)

que se asume estrictamente propia (grado relativo mayor o igual que uno). Las hipótesis
de controlabilidad y observabilidad aseguran que (A, B, C) son una realización mı́nima de
G(s). El elemento no linealψ(·, ·) satisface una condición de sector (o es un elemento no lineal
de sector), es decir, existen constantesα, β, a y b (con β > α y a < 0 < b) tal que

αy2 ≤ yψ(t, y) ≤ βy2 , ∀t ≥ 0 , ∀y ∈ [a, b] (7.5)

Si (7.5) vale para todo y ∈ (−∞,∞), decimos que la condición de sector es global. (Ver
ejemplos en la Figura 7.3). A veces el ≤ en alguno o ambos lados de (7.5) es reemplaza-
do por el < estricto. Cuando (7.5) vale globalmente se suele decir que ψ(·, ·) pertenece al
sector [α,β] (o (α,β], [α,β), (α,β), respectivamente). Es fácil mostrar que (7.5) implica la
desigualdad

[ψ(t, y)−αy][ψ(t, y)−βy] ≤ 0 , ∀t ≥ 0 , ∀y ∈ [a, b] (7.6)
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Figura 7.3: Alinealidad de sector global (izquierda) y local (derecha).

Para todos los elementos no lineales que satisfacen la condición de sector (7.6), el origen
x = 0 es un PE del sistema (7.1)–(7.3). Lo que nos interesa ahora es buscar condiciones
que garanticen la estabilidad del origen para toda la clase de elementos no lineales que
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satisfacen la condición de sector. Si conseguimos probar que el origen es AE para todo ele-
mento no lineal en el sector, se dice que el sistema es absolutamente estable. El problema fue
originalmente formulado por Lure, y a veces se lo llama el problema de Lure. Tradicional-
mente, estabilidad absoluta fue definida para el caso en que el origen es globalmente AE.
Vamos entonces a usar la frase “estabilidad absoluta” cuando la condición de sector es glo-
bal y cuando el origen es GAE, en caso contrario hablamos de “estabilidad absoluta con
dominio finito”.

Definición 7.1 (Estabilidad Absoluta). Consideremos el sistema (7.1)–(7.3), donde ψ(·, ·)
satisface la condición de sector (7.6). El sistema es absolutamente estable si el origen es
globalmente uniformemente asintóticamente estable (GUAE) para todo elemento no lineal
en el dado sector. Es absolutamente estable con dominio finito si el origen es UAE. ◦

Vamos a investigar estabilidad asintótica del origen usando dos candidatas a función
de Lyapunov:

V(x) = xTPx , P = PT > 0

V(x) = xTPx + η

∫ y

0
βψ(σ)dσ , P = PT > 0 , η ≥ 0 (7.7)

La segunda candidata se conoce como función de Lyapunov del tipo Lure. Para esta fun-
ción se asume que ψ es estacionaria y satisface algunas condiciones que aseguran que la
integral está bien definida y es no negativa. En ambos casos comenzamos con P sin deter-
minar y establecemos una condición bajo la cual existe P tal que la derivada de V(x) sobre
las trayectorias del sistema es definida negativa para todo elemento no lineal en un dado
sector. Esta condición tiene la forma de una condición en el dominio frecuencial de una de-
terminada función de transferencia. Esta condición frecuencial usa el concepto de función
de transferencia real positiva y su relación con la existencia de funciones de Lyapunov que
verifican ciertas propiedades. Vamos a ver ahora esos conceptos.

Definición 7.2 (Función de Transferencia Real Positiva). Una función de transferencia
racional y propia Z(s) es real positiva (RP) si

Z(s) es analı́tica en Re s > 0 (semiplano complejo derecho abierto);

todo polo imaginario (o sea, en s = jω) de Z(s) es un polo simple y con residuo no
negativo;

la parte real de Z( jω) es no negativa, o sea,

Re Z( jω) ≥ 0 , ∀ω ∈ R

lo que es equivalente a que el diagrama de Nyquist de Z( jω) está contenido en el
semiplano complejo derecho cerrado.

Una función de transferencia Z(s) es estrictamente real positiva (ERP) si Z(s − ε) es RP
para algún ε > 0. ◦

Lema 7.1 (Propiedades de FT ERP). Una función de transferencia Z(s) es ERP sii

Z(s) es Hurwitz, o sea, todos sus polos tienen parte real negativa;

Re Z( jω) > 0 , ∀ω ∈ R;
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una de las siguientes dos condiciones se satisface:

1. Z(∞) > 0;

2. Z(∞) = 0 y lı́mω→∞ω
2 Re Z( jω) > 0.

◦

Ejemplo 7.1.

Z(s) =
1
s

es RP porque no tiene polos en Re s > 0, tiene un polo simple en s = 0 con
residuo 1, y

Re Z( jω) = Re
1

jω
= 0 , ∀ω ∈ R

No es ERP porque 1/(s−ε) tiene un polo en Re s > 0 para cualquier ε > 0.

Z(s) =
1

s + a
, a > 0 es RP porque no tiene polos en Re s ≥ 0, y

Re Z( jω) =
a

ω2 + a2 > 0 , ∀ω ∈ R

Para todo ε ∈ (0, a), la FT Z(s − ε) = 1/(s + a − ε) es también RP. Por lo tanto
Z(s) = 1/(s + a) es ERP. Lo mismo se podrı́a haber probado usando el Lema 7.1 ya
que

lı́m
ω→∞

ω2 Re Z( jω) = lı́m
ω→∞

ω2a
ω2 + a2 = a > 0

Z(s) =
1

s2 + s + 1
no es RP porque

Re Z( jω) =
1−ω2

(1−ω2)2 +ω2 < 0 , ∀ω > 1

En realidad, cualquier FT de grado relativo mayor que uno no es RP porque el diagrama
de Nyquist no va a estar confinado al lado derecho del plano complejo.

◦

Las FT ERP tienen una propiedad muy importante conocida como el Lema Real Positivo,
o el Lema de Kalman-Yakubovich-Popov.

Lema 7.2 (Kalman-Yakubovich-Popov). Sea Z(s) = C(sI − A)−1B + D una FT con A Hur-
witz, (A, B) controlable y (A, C) observable. Entonces Z(s) es ERP sii existen matrices
P = PT > 0, W y L, y una constante ε > 0 tales que

PA + ATP = −LT L−εP (7.8)
PB = CT − LTW (7.9)

WTW = D + DT (7.10)

◦
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7.1.1. Criterio del Cı́rculo

Consideremos el sistema (7.1)–(7.3), con A Hurwitz y dondeψ(·, ·) satisface la condición
de sector (7.6) conα = 0, o sea

ψ(t, y)[ψ(t, y)−βy] ≤ 0 , ∀t ≥ 0 , ∀y ∈ [a, b] (7.11)

Tomamos

V(x) = xTPx

con P a elegir, y calculamos la derivada de V(x) a lo largo de las trayectorias de (7.1)–(7.3):

V̇(t, x) = xT(PA + ATP)x− 2xTPBψ(t, Cx)

Sumamos −2ψ(ψ − βCx) (que es ≥ 0 por (7.11)) al lado derecho y obtenemos una cota
superior de V̇(t, x), es decir

V̇(t, x) ≤ xT(PA + ATP)x− 2xTPBψ(t, Cx)− 2ψ(t, Cx)[ψ(t, Cx)−βCx]
= xT(PA + ATP)x + 2xT(βCT − PB)ψ(t, Cx)− 2[ψ(t, Cx)]2

Vamos a completar cuadrados para probar que el lado derecho es definido negativo. Para
eso, supongamos que existen matrices P = PT > 0 y L, y una constante ε > 0 tales que

PA + ATP = −LT L−εP (7.12)

PB = βCT −
√

2 LT (7.13)

Entonces

V̇(t, x) ≤ −εxTPx− xT LT Lx + 2
√

2 xT LTψ(t, Cx)− 2[ψ(t, Cx)]2

= −εxTPx− [Lx−
√

2ψ(t, Cx)]2

≤ −εxTPx

Vemos que podemos probar que V̇(t, x) es definida negativa si podemos encontrar P, L y ε
que satisfagan (7.12)–(7.13). Usando el Lema 7.2 vemos que esto es ası́ sii la FT

Z(s) = 1 +βC(sI − A)−1B = 1 +βG(s)

es ERP. Probamos entonces el siguiente lema.

Lema 7.3. Consideremos el sistema (7.1)–(7.3), donde A es Hurwitz, (A, B) es controlable,
(A, C) es observable, y ψ(·, ·) satisface la condición de sector (7.11) globalmente. Entonces
el sistema es absolutamente estable si Z(s) = 1 +βG(s) es ERP.

Si (7.11) se satisface solo en un intervalo [a, b] finito, entonces la misma condición de
Z(s) garantiza que el sistema es absolutamente estable con dominio finito. ◦

La condición de que A sea Hurwitz puede removerse mediante un truco llamado trans-
formación de lazo o corrimiento de polos. Supongamos que A no es Hurwitz y que el elemento
no linealψ(·, ·) satisface la condición de sector (7.6) conα 6= 0. Definimos un nuevo sistema
lineal

GT(s) =
G(s)

1 +αG(s)
(7.14)



102 Análisis de Sistemas Realimentados

con modelo de estado

ẋ = (A− BαC)x + Bu
y = Cx

y un nuevo elemento no lineal

ψT(t, y) = ψ(t, y)−αy

Esto es equivalente a aplicar una realimentación negativa de gananciaα alrededor de G(s)
y restar (α y) a la salida del elemento no lineal (ver Figura 7.4). Vemos que si ψ pertenece
al sector [α,β], entonces ψT pertenece al sector [0,β−α]. Por lo tanto, si GT(s) es Hurwitz
estarı́amos en condiciones de aplicar el Lema 7.3 y concluir que si ZT(s) = 1 + (β−α)GT(s)
es ERP, el sistema es absolutamente estable.
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Figura 7.4: Transformación de lazo.

Para aplicar el Lema 7.3, tenemos que verificar que:

ZT(s), que puede escribirse como

ZT(s) = 1 + (β−α)GT(s)

= 1 + (β−α)
G(s)

1 +αG(s)

=
1 +βG(s)
1 +αG(s)

es ERP y

GT(s) en (7.14) es Hurwitz.

Para verificar que ZT(s) es ERP podemos usar el Lema 7.1 que dice que ZT(s) es ERP sii
ZT(s) es Hurwitz y

Re
1 +βG( jω)
1 +αG( jω)

> 0 , ∀ω ∈ R (7.15)

Vamos a relacionar esta condición con el diagrama de Nyquist de G( jω). Para eso necesi-
tamos distinguir entre tres casos diferentes dependientes del signo deα.
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Caso 0 < α < β

En este caso, multiplicando porα/β, (7.15) se puede reescribir como

Re
1/β+ G( jω)
1/α + G( jω)

> 0 , ∀ω ∈ R

(
− 1
α

, 0
)

q

(
− 1
β

, 0
)

D(α,β)

θ1θ2

Figura 7.5: Representación gráfica del criterio del cı́rculo

Dado un punto q sobre el diagrama de Nyquist de G( jω), los números complejos 1/β+
G( jω) y 1/α+ G( jω) pueden representarse con los vectores que conectan los puntos (−1/β)
y (−1/α) con q, respectivamente (ver Figura 7.5). Notar que, si G( jω) 6= −1/β y G( jω) 6=
−1/α

Re
1/β+ G( jω)
1/α + G( jω)

=
∣∣∣∣1/β+ G( jω)
1/α + G( jω)

∣∣∣∣ cos(θ1 −θ2) > 0 ⇐⇒ θ1 −θ2 <
π

2

Definamos D(α,β) como el disco cerrado en el plano complejo que pasa por los puntos
(−1/β) y (−1/α) y con centro en el eje real. Es fácil de ver que θ1 −θ2 < π/2 siempre que
el punto q esté fuera del disco D(α,β). Como la condición (7.15) tiene que valer para toda
ω real, concluimos que todos los puntos sobre el diagrama de Nyquist de G( jω) deben
estar fuera del disco D(α,β).

Por otro lado, para garantizar que GT(s) en (7.14) sea Hurwitz (lo que implica que ZT(s)
es Hurwitz), usamos el criterio de Nyquist, que dice que GT(s) es Hurwitz sii el diagrama
de Nyquist de G( jω) no intersecta el punto (−1/α) y lo envuelve, en sentido antihorario,
exactamente m veces, donde m es el número de polos de G(s) en el semiplano derecho
abierto.

Por lo tanto, las condiciones para estabilidad absoluta se satisfacen si el diagrama de
Nyquist de G( jω) no entra en el disco D(α,β) y lo envuelve m veces en sentido antiho-
rario.

Caso α = 0, β > 0

En este caso GT(s) = G(s) y la condición (7.15) toma la forma

Re[1 +βG( jω)] > 0 , ∀ω ∈ R
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o

Re G( jω) > − 1
β

, ∀ω ∈ R

Por lo tanto las condiciones para estabilidad absoluta se satisfacen si G(s) es Hurwitz y
el diagrama de Nyquist de G( jω) está a la derecha de la recta vertical Re s = −1/β.

Caso α < 0 < β

En este caso la condición (7.15) se puede reescribir

Re
1/β+ G( jω)
1/α + G( jω)

< 0 , ∀ω ∈ R

donde el signo de la desigualdad es el opuesto porque multiplicamos por (α/β) < 0.
Repitiendo el análisis anterior, concluimos que ahora el diagrama de Nyquist de G( jω)
debe estar dentro del disco D(α,β). Esto significa que el diagrama de Nyquist de G( jω)
nunca va a poder envolver al punto (−1/α), lo que implica que necesitamos que G(s) sea
estable para que GT(s) también lo sea.

Resumimos todas las condiciones en el siguiente teorema.

Teorema 7.4 (Criterio del Cı́rculo). Consideremos el sistema (7.1)–(7.3), donde (A, B) es
controlable, (A, C) es observable, y ψ(·, ·) ∈ [α,β]. Entonces el sistema es absolutamente
estable si la correspondiente de las siguientes condiciones se satisface:

1. Si 0 < α < β, el diagrama de Nyquist de G( jω) no entra en el disco D(α,β) y lo lo
envuelve m veces en sentido antihorario, donde m es el número de polos de G(s) en
el semiplano derecho abierto.

2. Si 0 = α < β, G(s) es Hurwitz y el diagrama de Nyquist de G( jω) está a la derecha
de la recta vertical Re s = −1/β.

3. Siα < 0 < β, G(s) es Hurwitz y el diagrama de Nyquist de G( jω) está en el interior
del disco D(α,β).

◦

7.1.2. Criterio de Popov

Es una generalización del criterio del cı́rculo que da resultados menos conservadores.

Teorema 7.5 (Criterio de Popov). Consideremos el sistema (7.1)–(7.3), donde A es Hurwitz,
(A, B) es controlable, (A, C) es observable, y ψ(·) es un elemento no lineal estacionario
perteneciente al sector [0,β] . Entonces el sistema es absolutamente estable si existe η ≥ 0
que no sea un autovalor de A y tal que

Z(s) = 1 + (1 + ηs)βG(s)

es ERP. ◦
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pendiente 1
η

− 1
k

ω=[G( jω)]

<[G( jω)]

Figura 7.6: Diagrama de Popov.

La prueba es similar a la del Lema 7.3 pero usando (7.7) como candidata a función de
Lyapunov. Notar que con η = 0 el Teorema 7.5 se reduce al Lema 7.3, lo que muestra que
el criterio de Popov es menos exigente que el del cı́rculo. Como en el criterio del cı́rculo, la
restricción de que A sea Hurwitz puede removerse haciendo transformación de lazos.

Vamos a ver una interpretación gráfica. Para chequear gráficamente que Z(s) es ERP: (i)
elegimos η ≥ 0 tal que Z(∞) > 0; (ii) el Lema 7.1 entonces garantiza que Z(s) es ERP sii

Re[1 + (1 + jωη)βG( jω)] > 0 , ∀ω ∈ R

lo que equivale a

1
β

+ Re[G( jω)]− ηω Im[G( jω)] > 0 , ∀ω ∈ R (7.16)

Si graficamosω Im[G( jω)] versus Re[G( jω)], vemos que la condición (7.16) se satisface si
la gráfica está a la derecha de la recta que corta el eje de las abcisas en el punto −1/β con
pendiente 1/η (ver Figura 7.6). Esta gráfica se conoce como diagrama de Popov.

7.2. Teorema de la Peque ña Ganancia

El formalismo de estabilidad entrada-salida es particularmente útil para estudiar la es-
tabilidad de interconexiones de sistemas dinámicos, ya que la noción de ganancia de un
sistema nos permite seguir como la norma de una señal crece o decrece a medida que pasa
por un sistema.

Vamos a considerar la interconexión en realimentación de la Figura 7.7). Tenemos dos
sistemas: H1 : Lm

e → L
q
e y H2 : Lq

e → Lm
e . Supongamos que ambos sistemas son L estables

con ganancia finita, es decir

‖y1τ‖L ≤ γ1‖e1τ‖L +β1 , ∀e1 ∈ Lm
e , ∀τ ∈ [0,∞) (7.17)

‖y2τ‖L ≤ γ2‖e2τ‖L +β2 , ∀e2 ∈ Lq
e , ∀τ ∈ [0,∞) (7.18)
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Figura 7.7: Conexión en realimentación.

Supongamos además que la interconexión está bien definida, en el sentido de que para cada
par de entradas u1 ∈ Lm

e y u2 ∈ Lq
e , existen únicas salidas e1, y2 ∈ Lm

e y e2, y1 ∈ Lq
e .

Queremos estudiar si la interconexión en realimentación, cuando es vista como un mapeo
desde el par de entrada (u1, u2) al par de salida (e1, e2), es L estable. El siguiente teorema
da una condición suficiente para estabilidad L de la interconexión.

Teorema 7.6 (de la Pequeña Ganancia). Bajo las hipótesis de arriba, si

γ1γ2 < 1

entonces para todo u1 ∈ Lm
e y u2 ∈ Lq

e

‖e1τ‖L ≤
1

1−γ1γ2
(‖u1τ‖L +γ2‖u2τ‖L +β1γ2 +β2) (7.19)

‖e2τ‖L ≤
1

1−γ1γ2
(‖u2τ‖L +γ1‖u1τ‖L +β2γ1 +β1) (7.20)

para todo τ ∈ [0,∞). Si u1 ∈ Lm y u2 ∈ Lq, entonces e1, y2 ∈ Lm y e2, y1 ∈ Lq, y las normas
de e1 y e2 están acotadas por el lado derecho de (7.19) y (7.20) con las funciones sin truncar.

Prueba: Asumiendo la existencia de la solución podemos escribir:

e1τ = u1τ − (H2 e2τ)τ , e2τ = u2τ + (H1 e1τ)τ

Entonces,

‖e1τ‖L ≤ ‖u1τ‖L + ‖(H2 e2τ)τ‖L
≤ ‖u1τ‖L +γ2‖e2τ‖L +β2

≤ ‖u1τ‖L +γ2 (‖u2τ‖L +γ1‖e1τ‖L +β1) +β2

= γ1γ2‖e1τ‖L + (‖u1τ‖L +γ2‖u2τ‖L +β1γ2 +β2)

Como γ1γ2 < 1, despejando ‖e1τ‖L obtenemos (7.19). La cota sobre ‖e2τ‖L se prueba de la
misma manera. Si u1 ∈ Lm y u2 ∈ Lq, las normas ‖u1‖L y ‖u2‖L son finitas. Por lo tanto,
‖e1τ‖L está acotada para todo τ , uniformemente en τ , ya que ‖uiτ‖L ≤ ‖ui‖L, i = 1, 2.
Entonces, ‖e1‖L es finita. Lo mismo se aplica a ‖e2‖L, ‖y1‖L y ‖y2‖L. �

El teorema de la pequeña ganancia simplemente dice que la interconexión en realimen-
tación de dos sistemas estables entrada-salida, va también a ser estable entrada-salida si el
producto de las ganancias de los sistemas es menor que uno. La interconexión en realimen-
tación es una estructura conveniente para estudiar robustez de sistemas dinámicos. Por
ejemplo, H1 puede tomarse como el sistema nominal y H2 como una perturbación estable.
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7.3. Pasividad

El enfoque de pasividad es un enfoque alternativo para el análisis de estabilidad de sis-
temas realimentados. En lı́neas generales, un sistema es pasivo si no genera energı́a. Vamos
a hacer la definición más precisa para sistemas dinámicos representados por ecuaciones de
estado y para funciones sin memoria. Primero veamos un ejemplo introductorio.

Ejemplo 7.2 (Circuito RLC). Consideremos el circuito RLC de la Figura 7.8. Tomamos la
tensión y corriente en la fuente como entrada u y salida y, respectivamente. El producto uy
es el flujo de potencia a la red pasiva. Tomando como variables de estado la corriente en la
inductancia, x1, y la tensión en el capacitor, x2, el modelo de estados es

Lẋ1 = u− R2x1 − x2

Cẋ2 = x1 −
1

R3
x2

y = x1 +
1

R1
u

+

−

+

−
u vc

R3

LR2

R1

y iL

C

Figura 7.8: Circuito RLC

La energı́a almacenada en el sistema es V(x) = 1
2 Lx2

1 + 1
2 Cx2

2. Como la red es pasiva, la
energı́a que entra a la red en un perı́odo [0, t] debe ser mayor o igual que el aumento de
energı́a almacenada en la red durante ese perı́odo, es decir

∫ t

0
u(s)y(s)ds ≥ V(x(t))−V(x(0)) (7.21)

Si la desigualdad (7.21) vale con mayor estricto, la diferencia entre la energı́a entrante y
la almacenada por la red es la energı́a disipada en los componentes resistivos de la red.
Podemos también escribir (7.21) en forma instantánea como

u(t)y(t) ≥ V̇(x(t)) (7.22)

Para la red RLC, podemos llegar a la desigualdad (7.22) directamente planteando la deri-
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vada de V(x) sobre las trayectorias del sistema, es decir

V̇(x) = Lx1 ẋ1 + Cx2 ẋ2 = x1(u− R2x1 − x2) + x2(x1 −
1

R3
x2)

= x1u− R2x2
1 −

1
R3

x2
2

= (y− 1
R1

u)u− R2x2
1 −

1
R3

x2
2

= uy− 1
R1

u2 − R2x2
1 −

1
R3

x2
2

Por lo tanto

uy = V̇(x) +
1

R1
u2 + R2x2

1 +
1

R3
x2

2 ≥ V̇(x)

Los términos cuadráticos no negativos representan la tasa de disipación, de la cual conside-
ramos distintos casos:

Caso 1 R1 = R3 =∞, R2 = 0. En este caso

uy = V̇(x)

y no hay disipación de energı́a, el sistema es conservativo.

Caso 2 R2 = 0 y R3 =∞. En este caso

uy = V̇(x) +
1

R1
u2

y la tasa de disipación es proporcional al cuadrado de la entrada. No hay disipación
de energı́a sii u(t) es idénticamente cero.

Caso 3 R1 = R3 =∞. En este caso y = x1 y tenemos

uy = V̇(x) + R2 y2

y la tasa de disipación es proporcional al cuadrado de la salida. No hay disipación de
energı́a sii y(t) es idénticamente cero.

Caso 4 R1 =∞. En este caso

uy = V̇(x) + R2x2
1 +

1
R3

x2
2

y la tasa de disipación es una función definida positiva del estado x. No hay disipa-
ción de energı́a sii x(t) es idénticamente cero.

Caso 5 R1 =∞, R2 = 0. En este caso

uy = V̇(x) +
1

R3
x2

2

y la tasa de disipación es una función semidefinida positiva del estado. Notar que de
la segunda ecuación de estado tenemos

x2(t) ≡ 0 =⇒ x1(t) ≡ 0

para cualquier entrada u. Por lo tanto, como en el caso anterior, no hay disipación de
energı́a sii x(t) es idénticamente cero.
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Cada uno de estos casos ejemplifican los distintos tipos de sistemas pasivos, que ahora
definimos con precisión. ◦

Consideremos el sistema

ẋ = f (x, u)
y = h(x, u)

(7.23)

donde f : Rn × Rm → Rn es localmente Lipschitz, h : Rn × Rm → Rm es continua, f (0, 0) =
0, y h(0, 0) = 0. El sistema tiene el mismo número de entradas que de salidas.

Definición 7.3 (Sistema Pasivo). El sistema (7.23) es pasivo si existe una función continua-
mente diferenciable y semidefinida positiva V(x) (llamada función de almacenamiento) tal
que

uT y ≥ ∂V
∂x

f (x, u) +εuTu + δyT y + ρψ(x) , ∀(x, u) ∈ Rn × Rm (7.24)

dondeε, δ y ρ son constantes no negativas, yψ(x) es una función semidefinida positiva del
estado tal que

ψ(x(t)) ≡ 0 =⇒ x(t) ≡ 0 (7.25)

para todas las soluciones de (7.23) y cualquier u(t) para el cual la solución existe. El término
ρψ(x) se denomina tasa de disipación en el estado. Más aún, el sistema se dice

conservativo si (7.24) se satisface con la igualdad y con ε = δ = ρ = 0;

pasivo estricto de entrada si ε > 0;

pasivo estricto de salida si δ > 0;

pasivo estricto de estado si ρ > 0;

Los nombres se combinan cuando hay más de una constante positiva. ◦

La desigualdad (7.24) se denomina desigualdad de disipación.
En el caso de pasividad estricta de salida, vamos a considerar la propiedad adicional de

que el sistema sea observable al estado cero, que significa que tiene la siguiente propiedad

y(t) ≡ 0 =⇒ x(t) ≡ 0 (7.26)

para todas las soluciones de (7.23) cuando u = 0. Es decir, ninguna solución de ẋ = f (x, 0),
salvo la trivial x(t) ≡ 0, puede permanecer idénticamente en el conjunto S = {x ∈ Rn :
h(x, 0) = 0}. Notar que solo se requiere que (7.26) se satisfaga para u = 0, mientras que la
condición (7.25) sobre la tasa de disipación en el estado debe satisfacerse para todo u.

La condición (7.26) puede interpretarse como una condición de observabilidad. Por
ejemplo, para un sistema lineal

ẋ = Ax y = Cx

observabilidad es equivalente a la condición

y(t) = CeAtx(0) ≡ 0 ⇐⇒ x(0) = 0 ⇐⇒ x(t) ≡ 0

El siguiente teorema vincula pasividad con las nociones de estabilidad que conocemos.
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Teorema 7.7 (Pasividad y Estabilidad). Consideremos el sistema (7.23).

1. Si el sistema es pasivo con una función de almacenamiento V(x) definida positiva,
entonces el origen de ẋ = f (x, 0) es estable.

2. Si el sistema es pasivo estricto de salida, entonces es L2 estable con ganancia finita.

3. Si el sistema es pasivo estricto de salida con una función de almacenamiento V(x)
definida positiva, y observable al estado cero, entonces el origen de ẋ = f (x, 0) es
AE.

4. Si el sistema es pasivo estricto de estado con una función de almacenamiento V(x)
definida positiva, entonces el origen de ẋ = f (x, 0) es AE.

Si en alguno de los últimos dos casos V(x) es radialmente no acotada, el origen es GAE.

Prueba: El requisito de que V(x) sea definida positiva hace que la podamos usar como
función de Lyapunov. Probamos cada caso por separado.

1. Obvio de V̇ ≤ uT y = 0 cuando u = 0.

2. Planteamos, de (7.24),

V̇ ≤ uT y− δyT y = − 1
2δ

(u− δy)T(u− δy) +
1

2δ
uTu− δ

2
yT y

≤ 1
2δ

uTu− δ
2

yT y

Integrando entre cero y τ tenemos∫ τ

0
yT(t)y(t)dt ≤ 1

δ2

∫ τ

0
uT(t)u(t)dt− 2

δ
[V(x(τ))−V(x(0))]

Es decir

‖yτ‖L2 ≤
1
δ
‖uτ‖L2 +

√
2
δ

V(x(0))

3. Planteamos, de (7.24),

V̇ ≤ −δhT(x, 0)h(x, 0) ≤ 0

Por la observabilidad al estado cero sabemos que la única solución de ẋ = f (x, 0)
que puede permanecer idénticamente en el conjunto S = {x ∈ Rn : h(x, 0) = 0} es
la trivial x(t) ≡ 0. Usando el principio de invariancia de Lasalle concluimos que el
origen es AE.

4. Se prueba igual que el punto anterior.
�

Veamos dos ejemplos de sistemas pasivos.
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Ejemplo 7.3. Un sistema lineal estacionario con realización mı́nima y función de trans-
ferencia G(s) = C(sI − A)−1B + D estrictamente real positiva es pasivo estricto de estado.
Esto se puede probar usando el Lema 7.2 (Kalman-Yakubovich-Popov). Tomando V(x) =
1/2xTPx, y usando (7.8)–(7.9), tenemos

uT y− ∂V
∂x

(Ax + Bu) = uT(Cx + Du)− xTP(Ax + Bu)

= uTCx +
1
2

uT(D + DT)u− 1
2

xT(PA + ATP)x− xTPBu

= uT(BTP + WT L)x +
1
2

uTWTWu +
1
2

xT LT Lx +
1
2
εxTPx− xTPBu

=
1
2

(Lx + Wu)T(Lx + Wu) +
1
2
εxTPx

≥ 1
2
εxTPx

Por lo tanto (7.24) se satisface con ρψ(x) = 1
2εxTPx. ◦

Ejemplo 7.4. Consideremos el sistema (6.13) con m = q, f (0) = 0 y h(0) = 0. Supongamos
que (6.18) se satisface. Entonces

uT y− ∂W
∂x

[ f (x) + g(x)u] = uTh(x)− ∂W
∂x

f (x)− hT(x)u = −∂W
∂x

f (x) ≥ 0

lo que muestra que el sistema es pasivo. Si en cambio el sistema satisface (6.17) tenemos

uT y− ∂W
∂x

[ f (x) + g(x)u] ≥ −kyT y

y el sistema es pasivo estricto de salida. ◦

Veamos ahora un ejemplo para introducir la definición de pasividad para una función
estática.

Ejemplo 7.5. Consideremos una fuente de tensión conectada a una resistencia R > 0. Te-
nemos

y =
1
R

u

Podemos considerar esta función estática como un sistema con entrada u y salida y. Enton-
ces

uy =
1
R

u2 = Ry2 =
1

2R
u2 +

R
2

y2

o sea que el sistema puede definirse como pasivo estricto de entrada, de salida, o de entrada
y salida. ◦

Consideremos la función estática inestacionaria

y = h(t, x) (7.27)

donde h : R× Rm → Rm es seccionalmente continua en t y localmente Lipschitz en u.
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Definición 7.4 (Función Estática Pasiva). La función (7.27) es pasiva si

yT y ≥ εuTu + δyT y , ∀u ∈ Rm (7.28)

donde ε y δ son constantes no negativas. Más aún, el sistema se dice

pasivo estricto de entrada si ε > 0;

pasivo estricto de salida si δ > 0.

7.3.1. Estabilidad de la Interconexi ón en Realimentaci ón de Sistemas Pasivos

Vamos a considerar la interconexión en realimentación de la Figura 7.7), donde H1 y H2

son pasivos. Vamos a ver tres teoremas. El primero prueba estabilidad L2 con ganancia fini-
ta. El segundo teorema trata estabilidad asintótica del origen del sistema no forzado cuando
H1 y H2 son sistemas dinámicos. El tercer teorema también trata estabilidad asintótica pero
cuando H2 es una función estática.

Teorema 7.8. Supongamos que la interconexión de la Figura 7.7 está bien definida, en el
sentido de que para cada par de entradas u1, u2 ∈ Lm

2e, existen únicas salidas e1, e2, y1,
y2 ∈ Lm

2e. Supongamos además que H1 y H2 son pasivos, es decir, satisfacen

eT
i yi ≥

∂Vi

∂xi
fi(xi, ei) +εieT

i ei + δi yT
i yi , i = 1, 2 (7.29)

(Si Hi es una función estática, la correspondiente Vi es cero.) Entonces el mapeo a lazo
cerrado desde el par de entrada (u1, u2) al par de salida (y1, y2), es L2 estable con ganancia
finita si

ε1 + δ2 > 0 y ε2 + δ1 > 0 (7.30)

◦

La condición (7.30) se satisface si

tanto H1 como H2 son pasivos estrictos de entrada;

tanto H1 como H2 son pasivos estrictos de salida;

uno de los dos operadores es pasivo mientras que el otro es pasivo estricto de entrada
y salida.

Teorema 7.9. Consideremos el sistema en realimentación de la Figura 7.7, donde H1 y H2

son sistemas dinámicos con ecuaciones de estado

ẋi = fi(xi, ei)
yi = hi(xi, ei)

para i = 1, 2. Supongamos que el sistema en realimentación tiene un modelo de estado

ẋ = f (x, u)
y = h(x, u)
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donde x = [x1 x2]T, u = [u1 u2]T, y = [y1 y2]T, f es localmente Lipschitz, h es continua,
f (0, 0) = 0 y h(0, 0) = 0. Sean H1 y H2 sistemas pasivos con desigualdades de disipación

eT
i yi ≥

∂Vi

∂xi
fi(xi, ei) +εieT

i ei + δi yT
i yi + ρiψi(xi) , i = 1, 2

Entonces el origen de ẋ = f (x, 0) es estable y toda solución que comienza suficientemente
cerca del origen es acotada. Si V1(x1) y V2(x2) son radialmente no acotadas, entonces todas
las soluciones de ẋ = f (x, 0) son acotadas. El origen de ẋ = f (x, 0) es AE en cualquiera de
los siguientes casos:

Caso 1 ρ1 > 0 y ρ2 > 0;

Caso 2 ρ1 > 0 y ε1 + δ2 > 0 y H2 es observable al estado cero;

Caso 3 ρ2 > 0 y ε2 + δ1 > 0 y H1 es observable al estado cero;

Caso 4 ε1 + δ2 > 0, ε2 + δ1 > 0 y tanto H1 como H2 son observables al estado cero.

Si en cualquiera de los cuatro casos V1(x1) y V2(x2) son radialmente no acotadas, entonces
el origen es GAE.

Prueba: Tomemos u1 = u2 = 0. En este caso e1 = −y2 y e2 = y1. Usando V(x) =
V1(x1) + V2(x2) como función de Lyapunov del sistema en realimentación, tenemos

V̇ =
∂V1

∂x1
f1(x1,−y2) +

∂V2

∂x2
f2(x2, y1)

≤ −ρ1ψ1(x1)− ρ2ψ2(x2)− (ε2 + δ1)yT
1 y1 − (ε1 + δ2)yT

2 y2

Si ambos sistemas son solo pasivos, entonces V̇ ≤ 0 y el sistema es estable, y existe c > 0 tal
que todas las soluciones que comienzan en {V(x) ≤ c} están acotadas. Si V(x) es radial-
mente no acotada, c puede ser arbitrariamente grande. Para probar estabilidad asintótica
usamos Lasalle, o sea, probamos que V̇(x(t)) ≡ 0 implica x(t) ≡ 0, en cada caso.

Caso 1 Sigue de la propiedad (7.25) de ψi(xi).

Caso 2

ρ1 > 0 =⇒ ψ1(x1(t)) ≡ 0 =⇒ x1(t) ≡ 0

y

ε1 + δ2 > 0 =⇒ y2(t) ≡ 0 =⇒ e1(t) ≡ 0

Ahora

x1(t) ≡ 0 , e1(t) ≡ 0 =⇒ y1(t) ≡ 0 =⇒ e2(t) ≡ 0

y por observabilidad de H2 concluimos que x2(t) ≡ 0.

Caso 3 Análogo al Caso 2.
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Caso 4

ε1 + δ2 > 0 =⇒ y2(t) ≡ 0
ε2 + δ1 > 0 =⇒ y1(t) ≡ 0

Por observabilidad de H1 y H2 concluimos que x(t) ≡ 0.
�

Teorema 7.10. Consideremos el sistema en realimentación de la Figura 7.7, donde H1 es un
sistema dinámico descripto por

ẋ1 = f1(x1, e1)
y1 = h1(x1, e1)

y H2 es una función estática de forma

y2 = h2(t, e2)

Supongamos que el sistema en realimentación tiene un modelo de estado

ẋ = f (t, x, u)
y = h(t, x, u)

donde x = x1, u = [u1 u2]T, y = [y1 y2]T, f y h son seccionalmente continuas en t y local-
mente Lipschitz en (x, u), f (t, 0, 0) = 0 y h(t, 0, 0) = 0. Sean H1 y H2 sistemas pasivos, es
decir, satisfacen

eT
1 y1 ≥

∂V1

∂x1
f1(x1, e1) +ε1eT

1e1 + δ1 yT
1 y1 + ρ1ψ1(x1)

eT
2 y2 ≥ ε2eT

2e2 + δ2 yT
2 y2

Entonces el origen de ẋ = f (t, x, 0) es estable y toda solución que comienza suficientemente
cerca del origen es acotada ∀t ≥ 0. Si V1(x1) es radialmente no acotada, entonces todas las
soluciones de ẋ = f (t, x, 0) son acotadas. El origen de ẋ = f (t, x, 0) es UAE si H1 es pasivo
estricto de estado con ψ1(x1) definida positiva. Si H2 es estacionaria, entonces el origen de
ẋ = f (t, x, 0) es AE en cualquiera de los siguientes casos:

Caso 1 ρ1 > 0;

Caso 2 ε2 + δ1 > 0 y H1 es observable al estado cero.

Si V1(x1) es radialmente no acotada, entonces el origen es GAE. ◦
Ejemplo 7.6 (Estabilidad Absoluta). Sea H1 lineal, estacionario, con realización mı́nima y
función de transferencia G(s) = C(sI − A)−1B + D estrictamente real positiva. Vimos en
el Ejemplo 7.3 que H1 es pasivo estricto de estado con función de almacenamiento V(x) =
1
2 xTPx y tasa de disipación de estado ρψ(x) = 1

2εxTPx, con P > 0 y ε > 0.
Sea H2 la función estática y2 = h(t, e2), donde h es seccionalmente continua en t, local-

mente Lipschitz en e2, y tal que

uTh(t, u) ≥ 0 , ∀u ∈ Rm , ∀t ≥ 0

Esta desigualdad muestra que H2 es pasivo.
Es fácil de ver que el sistema en realimentación tiene un modelo de estado bien definido.

Concluimos por el Teorema 7.10 que el origen del sistema a lazo cerrado es GUAE. Este es
un resultado de estabilidad absoluta. ◦
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función de Lyapunov, 44
función de sensibilidad, 39
función definida positiva, 45
funciones de clase K y KL, 67

ganancia de un sistema, 88
grado relativo, 143
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método indirecto, 62
superficie, 44
teorema de estabilidad, 43, 65
teoremas conversos, 71

método del gradiente variable, 47
método indirecto de Lyapunov, 62
mı́nima fase, 149
mapa contractivo, 27
matriz Jacobiana, 19

nodo, 11
norma, 27

operador, 85
oscilador

armónico, 20
de relajación, 21
de resistencia negativa, 9
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