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Capitulo 8

Control en Realimentacioén

Los tltimos capitulos tratan sobre el disefio de control en realimentacién. Introducimos
varias herramientas de disefio, incluyendo linealizacién, tabulacién de ganancia, lineali-
zacioén exacta por realimentacién, control integral, etc. La mayoria de las herramientas de
analisis que hemos visto en los capitulos anteriores entran en juego en estos tltimos capi-
tulos. En particular, en este capitulo comenzamos con una seccién general sobre problemas
de control a modo de introduccién a los capitulos que siguen. Luego presentamos dos sec-
ciones sobre disefio via linealizacion, y disefio por tabulacién de ganancia (gain scheduling).

8.1. Problemas de Control

Muchas tareas de control requieren el uso de control por realimentacién. En general, un
objetivo basico de un sistema de control es hacer que alguna salida, digamos vy, se compor-
te de forma deseada mediante la manipulacién de alguna entrada, digamos u. El objetivo
mas simple puede ser tratar de mantener y pequefia (o cercana a algtin punto de equilibrio)
— un problema de regulacién o estabilizacién — o tratar de mantener la diferencia y — r pe-
queia, donde r es una sefial de entrada de referencia perteneciente a cierta clase de sefiales
deseadas — un problema de servomecanismo o seguimiento. Por ejemplo:

= En un avién comercial la aceleraciéon vertical debe mantenerse por debajo de cierto
valor para garantizar comodidad a los pasajeros.

= En un amplificador de audio la potencia de sefiales de ruido en la salida debe ser
suficientemente pequefia para obtener buena fidelidad.

= En la fabricacion de papel el contenido de humedad debe mantenerse entre ciertos
valores especificados.

Cada problema de control, a su vez, puede tener distintas versiones, dependiendo de
los elementos disponibles para resolverlo. Por ejemplo, uno puede resolver un problema de
regulacion por realimentacion de estados, si es que todos los estados necesarios son medibles,
o bien, por realimentacién de salida.

En un problema de control tipico existen objetivos de disefio adicionales a los bésicos
de regulacién o seguimiento. Por ejemplo, pueden existir requerimientos especiales sobre
la respuesta transitoria de y, o restricciones en los valores de la entrada de control u. Estos
objetivos adicionales pueden no ser completamente compatibles entre si, por lo que en
muchos casos forzosamente se cae en soluciones de compromiso. El deseo de optimizar
estas soluciones de compromiso da lugar a la formulacion de varios problemas de control
optimo.
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Un objetivo de control adicional particularmente importante es el de mantener los ob-
jetivos basicos de disefio ante la presencia de incertidumbres en el modelo matematico del
sistema. El disefio de control con tolerancia de incertidumbres de modelado lleva a la for-
mulacién de problemas de control robusto, o bien problemas de control adaptable. En control
robusto, la incertidumbre de modelado se caracteriza como una perturbacién de un modelo
nominal. En control adaptable, por otro lado, la incertidumbre se caracteriza en términos
de un conjunto de pardmetros desconocidos, y se disefia la realimentacién de forma que
estos parametros puedan estimarse mientras el sistema se encuentra en operaciéon. Existen
también formulaciones mixtas, que combinan control robusto y adaptable.

En este curso nos limitamos a describir los problemas bésicos de estabilizacion, segui-
miento, y rechazo de perturbaciones. Comenzamos con el problema de estabilizacién, en
sus versiones de realimentacion de estados, y realimentacién de salida.

8.1.1. Estabilizacion

Realimentacion de estados.  El problema de estabilizaciéon para el sistema

X = f(tx,u)

es el problema de disefiar una ley de control

u="y(tx)

tal que el origen x = 0 sea un punto de equilibrio uniformemente asintéticamente estable
del sistema a lazo cerrado

X = f(t, x,v(tx)).

Una vez que sabemos como resolver este problema, podemos estabilizar el sistema con
respecto a un punto p arbitrario mediante traslaciéon del origen con el cambio de variables
& = x — p. Mas atn, p no tiene que ser un punto de equilibrio del sistema a lazo abierto
(basta que exista g tal que f(t,p,q) =0, Vt).

La ley de control en realimentaciéon u = (¢, x) suele llamarse «realimentacion estatica»,
puesto que es una funcidn estatica de x. Alternativamente, puede usarse una ley de control
dindmica

u=ry(txz)
z=2g(tx,2),

donde z es la solucién de un sistema dindmico cuya entrada es x. Un ejemplo tipico de
realimentacion dindmica es el control con accién integral, que veremos mds adelante.

Realimentacion de salida.  El problema de estabilizacién por realimentacion de salida
para el sistema

x = f(t x,u)
y="h(tx,u)

consiste en disefiar el control estatico

u=7y(ty)
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o bien (mas comtn en este caso ya que por lo general se necesita construir un observador
para estimar el estado x) el control dindmico

u=1y(ty,z)
z=g(ty z)

tal que x = 0 (z = 0) sea un punto de equilibrio uniformemente asintéticamente estable
del sistema a lazo cerrado x = f(t, x,y(-)).

Sistemas lineales estacionarios. Naturalmente, el problema de estabilizacién por rea-
limentacién se simplifica si el sistema es lineal y estacionario,

X = Ax + Bu
y = Cx+ Du

El control u = Kx preserva la linealidad del sistema, y el origen del sistema a lazo cerrado
¥ = (A+ BK)x

es exponencialmente estable sii A + BK es Hurwitz. La teoria de sistemas lineales establece
que si el par (A, B) es controlable, se pueden asignar arbitrariamente todos los autovalores
de A + BK mediante eleccién apropiada de F. Si (A, B) es estabilizable, s6lo pueden asignar-
se los autovalores controlables, pero los no controlables de A (a lazo abierto) deben tener
parte real negativa.

Cuando los estados no estdn disponibles para realimentacién, se puede construir un
observador, y se realimentan los estados estimados %,

X =A%+ Bu+ H(C%+ Du—y)
u

En este caso, para asegurar que £(¢) converge a x(t), la matriz A + HC debe ser Hurwitz.
La teoria de sistema lineales garantiza que si el par (A, C) es observable, se pueden asignar
arbitrariamente todos los autovalores de A + HC mediante elecciéon apropiada de H.

Una propiedad importante de los sistemas lineales es el principio de separacién, que es-
tablece que el problema de estabilizacién por realimentacion de salida puede resolverse
agregando las soluciones de

1. El problema de estabilizacién mediante realimentacién estética de estados, u = Kx,
2. El problema de observacion de x a partir de la medicién de u e y.
Si las matrices A + BK'y A 4+ HC son Hurwitz, el sistema a lazo cerrado realimentado via

observador es estable, y con los autovalores a lazo cerrado deseados. Esto puede compro-
barse planteando la dindmica del sistema total planta/error de estimacién, ¥ = x — £,

=1 Ak A
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Sistemas no lineales.  Para sistemas no lineales generales el problema es mas dificil y
menos entendido. La forma mds practica de encarar el problema de estabilizacién para
sistemas no lineales es recurrir a los resultados disponibles en el caso lineal, es decir, via
linealizacién. Vamos a estudiar dos métodos de este tipo:

1. Disefio via linealizacién (Seccién 8.2): linealizamos el sistema alrededor del origen, y di-
sefiamos un control lineal estabilizante para la linealizacién. La estabilidad alcanzada
en el sistema no lineal sera local, aunque podemos estimar la regioén de atraccion. La
validez de esta idea estd garantizada por el Método Indirecto de Lyapunov (Teore-
ma 3.11).

2. Control por ganancia tabulada (Seccion 8.3): linealizamos el sistema alrededor de una
familia de puntos de equilibrio deseados, disefiamos un control lineal estabilizante
para cada linealizacién, y usamos algtin mecanismo para conmutar de uno a otro.

En el Capitulo 9 veremos una idea de linealizacién distinta; trabajaremos con clases es-
peciales de sistemas no lineales que pueden transformarse en sistemas lineales mediante
realimentacién y (posiblemente) cambio de coordenadas. Luego de esta transformacion se
puede disefiar un controlador lineal estabilizante para el sistema lineal obtenido. A diferen-
cia de la anterior, este tipo de linealizacién no involucra ninguna aproximacién; es exacta.
Esta exactitud, sin embargo, asume conocimiento perfecto de las ecuaciones de estado del
sistema y usa este conocimiento para cancelar en forma exacta las alinealidades del siste-
ma. Como en la préactica es imposible el conocimiento exacto del modelo del sistema, este
método siempre resulta en un sistema a lazo cerrado que es una perturbacion del sistema
a lazo cerrado nominal. La validez del método, entonces, utiliza los resultados de teoria de
Lyapunov para sistemas perturbados vistos en el Capitulo 5.

Cuando un sistema lineal se estabiliza por realimentacién, el origen del sistema a la-
zo cerrado es globalmente asintéticamente estable. Para sistemas no lineales hay distintas
posibilidades de estabilizacién, que ilustramos sobre un ejemplo.

Ejemplo 8.1. Supongamos que deseamos estabilizar el origen del sistema escalar
x=x"+u
usando realimentacion.

n Estabilizacion Local: PE AE sin estima de la RA.

Linealizando sobre el PE x = 0 obtenemos el sistema x = u, para el cual calculamos

un control lineal local u = —k x, k > 0, obteniendo
X = —kx+x?
EI PE x = 0 del sistema a lazo cerrado de arriba es AE, por lo tanto u = —k x consigue

estabilizacidon local.

» Estabilizacién Regional: PE AE con una RA garantizada.

Es facil de ver que la RA de u = —kxes {x € R : x < k}, por lo tanto obtenemos
estabilizacion regional en {x € R : x < k}.
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» Estabilizacion Semiglobal: PE AE con RA compacta arbitrariamente grande.

Se puede disefiar el control tal que cualquier conjunto compacto (tan grande como
se quiera) esté contenido en la RA. En el ejemplo, aumentando k agrandamos la RA;
dado cualquier conjunto compacto B, = {|x| < r}, lo podemos incluir en la RA
tomando k > .

n Estabilizacion Global: PE GAE.

Para el ejemplo, # = —kx no consigue estabilizaciéon global. Esto es facil de ver ya
que, dado 7, elegimos k > r, pero una vez que k esta fija, las condiciones iniciales en
la regién {x > k} dan soluciones que divergen.

Sin embargo, el control no lineal u = —x? — k x consigue estabilizacion global, ya que
el sistema a lazo cerrado * = —k x es GAE.

8.1.2. Seguimiento en Presencia de Perturbaciones

Pasemos ahora a describir un problema de control més general; concretamente, el pro-
blema de seguimiento en presencia de perturbaciones. En este caso el sistema estd modela-
do por

x = f(t,x,uw)
y=h(t,x,uw)
Ym = My (t, x, 1, w)

donde x es el estado, u es la entrada de control, w es la sefial de perturbacién, y es la salida
a controlar, e y,, es la salida medida.

El objetivo de control bésico es disefiar la entrada de control de forma que la salida
controlada y siga una sefial de referencia y, por ejemplo, asintéticamente:

e(t) =y(t) —yr(t) = 0 cuando t— oo.

A veces esto es imposible para cierto tipo de sefiales de perturbacién w, entonces se puede
pedir, alternativamente,

le()|| <e,  VE=T

o,si w € L,, minimizar la ganancia £, del operador a lazo cerrado entre w y e.

Una clase importante de problemas de seguimiento se da cuando yr es una sefial cons-
tante. En este caso el problema se convierte en uno de regulacion, y se resuelve estabilizando
el lazo cerrado alrededor de un PE en donde y = k.

Las leyes de control por realimentacion para el problema de seguimiento se clasifican
de la misma forma vista para el problema de estabilizaciéon. Hablamos de realimentacién
de estados si x puede medirse; o sea, y,, = x; de otro modo hablamos de realimentacion
de salida. En forma anéloga, la realimentacién puede ser estatica o dindmica, y puede al-
canzar seguimiento local, regional, semiglobal o global. La diferencia en este caso es que la
localidad o globalidad se refiere no sélo al tamafio de las condiciones iniciales, sino tam-
bién al tamafio de las sefiales externas. Por ejemplo, en un problema tipico, seguimiento
local significa que se alcanza seguimiento para estados iniciales y sefiales externas suficien-
temente pequefias, mientras que seguimiento global significa que se alcanza seguimiento
para cualquier estado inicial y cualquier (y, w) en una determinada clase de senales.
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8.2. Disefo Via Linealizacion

[lustramos el disefio via linealizacién para los problemas de estabilizacién y regulacion.
En cada caso, comenzamos con el control por realimentacion de estados y luego presenta-
mos el control por realimentacién de salidas.

8.2.1. Estabilizacion
Realimentaciéon de estados

Consideramos el sistema
x = f(x,u), xeR",ueR?, (8.1)

donde f(0,0) = 0, f(x,u) es continuamente diferenciable en un dominio que contiene el
origen (x,u) = (0,0). Linealizando alrededor de (x, ) = (0, 0) obtenemos el sistema lineal

X = Ax+ Bu (8.2)
donde
0
A= p- Y . (8.3)
X1 (x,u)=(0,0) U (x,u)=(0,0)

De la teoria de sistemas lineales, recordamos ahora algunas propiedades que vamos a usar
en adelante. Para més detalles y demostraciones ver por ejemplo Chen (1999, Capitulos 6 y
8) o Bay (1999, Capitulos 8 y 10).

Definicién 8.1 (Controlabilidad). La ecuacion de estados (8.2), o el par (A, B), se dice con-
trolable si para cualquier estado inicial x(0) = xy € R" y cualquier estado final x; € R”",
existe una entrada u que transfiere el estado x de x( a x; en tiempo finito. En caso contrario,
la ecuacion (8.2), o el par (A, B), se dice no controlable. o

Proposicion 8.1 (Test de Controlabilidad). El par (A, B), A € R"*", B € R"**, es controla-
ble si y sélo si la matriz de controlabilidad,

C=|[B AB A?B --- A"'B], CeR™,
es de rango 7 (rango fila pleno). o

Proposicién 8.2 (Invariancia de la controlabilidad respecto a realimentacién). El par (A —
BK, B), para cualquier matriz KP*", es controlable si y s6lo si el par (A, B) es controlable.
(0]

Proposicién 8.3 (Controlabilidad y asignabilidad de autovalores). Todos los autovalores
de (A — BK) pueden asignarse arbitrariamente (siempre y cuando los autovalores comple-
jos conjugados se asignen en pares) eligiendo la matriz constante real K si y s6lo si (A, B)
es controlable. o

Asumiendo (A, B) controlable, calculamos K tal que A + BK sea Hurwitz, y aplicamos
u = Kx al sistema no lineal, obteniendo el sistema a lazo cerrado

X = f(x, Kx).
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Obviamente x = 0 es un PE del sistema y la linealizacién es

. _ [9f of _
X = G_x(x' Kx) + O_u(x' Kx) K T (A + BK)x.

Como A + BK es Hurwitz, el Teorema 3.11 garantiza que x = 0 es un PE exponencialmente
estable del sistema no lineal. Como subproducto del enfoque de linealizacién, disponemos
ademds de una funcién de Lyapunov para estimar la RA:

V(x) = x"Px,
donde P = P" > 0 se calcula de la ecuacioén de Lyapunov
P(A+BK)+ (A+BK)'P = —1I.

Ejemplo 8.2 (Control del péndulo por linealizacién y realimentacion de estados). Consi-
deremos la ecuacién del péndulo

0= —asen0—bO+cT

dondea = g/l > 0,b = k/m > 0,c = 1/(ml*) > 0, 0 es el angulo entre la cuerda y
el eje vertical, y T es el par aplicado al péndulo. Usando el par como entrada de control,
queremos estabilizar al péndulo en un dngulo 6 = 4. Tomando como variables de estado
X1=0-0yx, = 0 se obtiene el modelo de estado

X1 = X2,

8.4
Xp=—asen(x;+06) —bxy+cT (84)

Para que (8.4) tenga un PE en el origen, el par debe tener una componente estatica Ty que
satisfaga

asen5+ch:0

es decir

a senod
Ty = . (8.5)

Definimos la variable de control u = T — Ty y reescribimos (8.4) como

X1 = Xa,
Xy = —alsen(x; +8) —send| —bx, +cu

que esté en la forma (8.1) con f(0,0) = 0. Linealizando alrededor del origen obtenemos las
matrices

[ 1) ol

—a cos o c

El par (A, B) es controlable. Tomando K = [k; k,], obtenemos

0 1
A+BK= {klc—acosé kzc—b] !
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cuyo polinomio caracteristico es A(A) = A? + (kyc — acos8)A + (koc — b). No es dificil
comprobar que A + BK es Hurwitz si

k1<aC055, k2<?.
C C

Usando (8.5), el par de control que consigue, localmente, estabilizar el &ngulo en un valor
des

5 5 .
Izzafn +Kx=:”f“ Yk (60— 8) + k6.

Realimentacion de salida

Consideramos el sistema

x=f(x,u),
y = h(x)

donde f(0,0) = 0, h(0) = 0, f y h son continuamente diferenciables en un dominio que
contiene al origen (x,u) = (0,0). Linealizando alrededor de (x,u) = (0,0), obtenemos el
sistema lineal

X = Ax + Bu

) — Cx (8.7)

donde A y B estan definidas en (8.3), y

c=9
x|, _,

De la teoria de sistemas lineales, recordemos ahora los conceptos y resultados relativos
a observabilidad.

Definicién 8.2 (Observabilidad). La ecuacion de estado (8.7) es observable si para cual-
quier estado inicial x(0) (desconocido), existe un tiempo finito f; tal que el conocimiento
de la entrada u y la salida y sobre el intervalo [0, ;] es suficiente para determinar en forma
Unica el estado inicial x(0). En caso contrario el sistema no observable. o

Proposicién 8.4 (Dualidad entre controlabilidad y observabilidad). El par (A, C) es ob-
servable si y solo si el par (AT, CT) es controlable. o

Si el sistema (8.7) es observable, entonces es posible estimar asintéticamente el vector
de estados x(t) a partir del conocimiento de la entrada u(t) y la salida y(t) del sistema. La
estima £(t) puede calcularse construyendo el observador

X =A%+ Bu+ H(C% —y).

Si la matriz A + HC es Hurwitz, la estima £(¢) se aproximard asint6ticamente a x(f) a
medida que f crece, es decir, lim;_., ||£(t) — x(#)|| = 0. Si (A, C) es observable, es posible
asignar arbitrariamente los autovalores de A + HC.
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Proposicién 8.5 (Asignacién de autovalores en observadores). Dado el par (A, C), todos
los autovalores de (A + HC) pueden asignarse arbitrariamente seleccionando una matriz
real H siy s6losi (A, C) es observable. o

Volviendo a nuestro sistema (8.7), asumimos (A, B) controlable, (A, C) observable, y
disefiamos el control dindmico

»=Fz+G
FErEEGY (8.8)
u=Lz+ My
tal que la matriz de lazo cerrado del sistema aumentado (8.7)—(8.8),
_ |A+BMC BL

sea Hurwitz. Un ejemplo es el control basado en observador (la variable z corresponde
entonces a la estima del estado %)

¥ =A%+ Bu+ H(C%—y)
u =Kz

donde K y H se calculan de forma tal que A + BK'y A + HC sean Hurwitz, lo que resulta
en

A BK

Ale=1_pgec A+ BK+HC|

Aplicando el control (8.8) al sistema no lineal obtenemos

X = f(x,Lz+ Mh(x))

z = Fz + Gh(x).
Es claro que (x,z) = (0,0) es un PE del sistema no lineal a lazo cerrado. Linealizando nos
queda la matriz (8.9), por lo que el origen resulta un PE exponencialmente estable. Ademés,

resolviendo una ecuacién de Lyapunov para la matriz (8.9), disponemos de una funcién de
Lyapunov, para estimar la RA.

Ejemplo 8.3 (Control del péndulo por linealizacién y realimentacién de salida). Volve-
mos a considerar el péndulo del Ejemplo 8.2. Supongamos que el objetivo de control es el
mismo, pero ahora medimos el dngulo 6 pero no medimos la velocidad angular . Toma-
mos como variable de salida y = x; = 6 — §, y construimos un control dindmico de salida
usando el observador

X= A2+ Bu+ H(% —y)

Tomando H = [h; hy], puede verificarse que A + HC es Hurwitz si
hy <D, h, <acosd—"bh;

El par de control es ahora

5
T = ”sin +K#%.
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8.2.2. Regulacion Via Control Integral

En el Ejemplo 8.2 consideramos el problema de regular el angulo 6 del péndulo a un
valor constante 9, para lo cual reducimos el problema a uno de estabilizacién mediante
corrimiento del punto de equilibrio deseado al origen. Aunque este enfoque es adecuado
cuando se conocen los pardmetros del sistema con exactitud, puede no ser aceptable si
existen perturbaciones de los valores nominales de los pardmetros del modelo. En esta
seccién presentamos una mejora al esquema de realimentacién de estados, el agregado de
accién integral, que permitira regulaciéon robusta frente a perturbaciones paramétricas.

La ley de control de par a la que arribamos en el Ejemplo 8.2,

5
T = “S‘Z“ 4 Kx,

estd formada por

1. una componente estatica de régimen estacionario Ty = (a/c) sen 6 que da el valor de
equilibrio de 6, digamos 6y, en el valor deseado de dngulo 6, y

2. una componente de realimentacién Kx que hace que A + BK sea Hurwitz.

Mientras el cdlculo de ambas componentes depende de los pardametros del sistema, la par-
te de realimentacién puede disefiarse para que sea robusta dentro de un rango de valores
de los parametros. Por otro lado, el célculo de Tf puede ser sensible a variaciones en los
parametros del modelo respecto de sus valores nominales, lo cual cambiard el valor esta-
cionario de 0 del valor deseado 4. El esquema que presentamos a continuacién permitird
que el valor de 6 regule al valor deseado también en forma robusta.

Consideramos el sistema

X = f(x,u)
y =h(x)
donde x € R", u € R?, f y h son funciones continuamente diferenciables en un dominio

incluido en R" x R”, y € R? es la salida a regular. Sea yg € R’ una sefial de referencia
constante. Queremos disefiar un control en realimentacion tal que

y(t) - yr  cuando t— o0

Asumimos que medimos la salida y. Vamos a estabilizar el sistema a lazo cerrado en un
PE tal que y = yr. Es claro que, para que esto sea posible, deben existir valores x¢ y uy tales
que

0= f(xg, uy)
0= h(xs) — yr

Asumimos que (8.10) tiene una solucién tnica en el dominio de interés.
.. A
Integramos el error de seguimiento e = y — yx:

(8.10)

G=e=Y—Yr
y aumentamos el sistema con el integrador
X = f(x,u)

¢ = h(x) —yr
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El control se va a disefiar como una realimentacién de los estados x y o y tal que el sistema
a lazo cerrado tenga un PE en (¥, 5) con ¥ = x;.
Si linealizamos alrededor de (x, 0, u) = (xy, 5, uy), obtenemos

&= lA O}é-!—[ﬂvéAE-i-Bv

cC 0 0
con
_ | X Xf -y —
& = L’ B 6} U =1u— Uy
y donde
A=Y p=Y c=2
X (x,u)=(xp,uf) u (xu)=(xf,u5) X x=xf

Si (A, B) es controlable y el rango de [4 5] es n + p, entonces (A, B) es controlable. Su-
pongamos que es asi y calculemos K tal que A + BK sea Hurwitz. Partimos K como K =
[Ki K], donde K; es p X p y no singular (si fuera singular, puede mostrarse que A + BK
seria singular, lo que contradice el hecho de que es Hurwitz). El control es entonces

u=K(x—x5)+Ky(o—07)+uy

El control integral introduce un grado de libertad que puede usarse para asignar el valor
de ¢ Si elegimos

o= Kz_l(uf — K1Xf> = of
el control dindmico obtenido queda

oC=e=Y—Yr
u—=Kix+Kyo
con lo que ya no necesitamos incluir un término estdtico en el control para obtener el va-

lor de régimen permanente deseado. La Figura 8.1 muestra un diagrama de bloques del
sistema controlado con este esquema de realimentacién de estados con accién integral.

YR O‘DO‘
+

o

Figura 8.1: Esquema de realimentacién de estados con accién integral.
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El sistema no lineal a lazo cerrado es

X = f(x, le —+ KzO')
o =h(x)—yr

que tiene un PE en (xy, 0y). Si linealizamos sobre este PE queda

of | o Of
w T ak 5K
o 0

(x,0)=(xg,0¢)

que es exponencialmente estable. Por lo tanto y(t) — yg cuando t — oo (para condiciones
iniciales en la regién de atraccion).

Ejemplo 8.4 (Control del péndulo por linealizacién y realimentacién de estados con ac-
cién integral). Volvemos a considerar el péndulo del Ejemplo 8.2, donde el objetivo de
control es estabilizar al péndulo en un angulo 6 = 6. Tomando x; =0 — 9§, x, = 0, Yy=x1y
u = T obtenemos el modelo de estado

X1 =X,
Xp=—asen(x;+6)—bxy+cu
y:xl = e

Tomando la referencia yg = 0 puede verse que el equilibrio deseado es

0 a
Xf= NE uf:Esené

Las matrices A y B estan dadas por (8.6), y C = [10]. Como (A, B) es controlable y el
rango de [4 B] es n 4+ p = 3, entonces (A, B) es controlable. Tomando K = [k k; k3], puede
verificarse usando el criterio de Routh-Hurwitz que A + BK es Hurwitz si

b—k2C>0, (b—sz)(aCOS5—k1C)+k3C>0., —k3C>O

Supongamos ahora que no conocemos los valores exactos de los pardmetros a > 0,
b > 0,c > 0, pero conocemos una cota superior p; de a y una cota inferior p, de c. Entonces,
tomando

k
ky <0, k3i<O0, k1<—&<1+—3)
P2 ko p1

nos aseguramos que A + BK es Hurwitz para toda perturbacién de los pardmetros que
satisfaga las cotas a < p; y ¢ > p,. La ley de control del par es

T = kl(g — 5) +k29+k30'
oc=0-20
que es un cldsico control PID (proporcional-integral-derivativo). Comparando con el par de

control obtenido en el Ejemplo 8.2, podemos ver que no es necesario usar el par estacionario
para mantener el equilibrio deseado. o
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La robustez del control integral puede explicarse intuitivamente de la siguiente manera.
El control en realimentacién de estados crea un PE AE. Cuando el sistema esta en este
punto de equilibrio, todas las sefiales deben ser constantes. Para que el integrador & = e
tenga una salida constante o, su entrada e debe ser cero. Por lo tanto, el control integral
fuerza que el error de seguimiento sea cero en equilibrio. Si hay variaciones paramétricas,
el PE va a cambiar en general, pero la condicién e = 0 en el equilibrio se mantiene. Por
supuesto, como el resultado de estabilizacién es local, esto va a valer para condiciones
iniciales (x(0), 0(0)) lo suficientemente cercanas al PE (x, oy).

Sino disponemos de los estados x pero medimos y, el control integral puede implemen-
tarse mediante un observador de la siguiente manera

representado en el esquema de la Figura 8.2. Notar que usamos el observador para estimar
solamente x, ya que o estd siempre disponible para la realimentacion.

e D Ko 3

—————————————————————————

-
—~
Ry
=
N—
~—
Y
=
S
=
N—
o

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

E B i

2 . |

— Ky : H :
: A+ HC :

: Observador !

Figura 8.2: Esquema de realimentacién de salida con accién integral.

8.3. Control por Ganancia Tabulada

La principal limitacién del control por linealizacién es que s6lo se puede garantizar que
el control cumple su objetivo localmente alrededor de un tnico PE, o punto de operacién
(PO). Una forma de extender la validez del control por linealizacién a un conjunto de POs
es usar control por ganancia tabulada («gain scheduling»). Este enfoque asume que se puede
representar el sistema mediante un modelo parametrizado por ciertas variables, llamadas
variables de tabulacion («scheduling variables»), de modo que cuando estas variables asu-
men un valor constante obtenemos un PO. En estos casos, se linealiza el sistema alrededor
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de distintos POs de interés, obteniéndose una familia de modelos lineales para la cual dise-
flamos una familia de controladores lineales. Luego, se implementa el esquema de control
en un tnico controlador cuyos pardmetros son cambiados acorde a los valores que toman
las variables de tabulacién, que deberdn monitorearse continuamente.

El concepto de control por ganancia tabulada se origina en sistemas de control de ae-
ronaves. En estas aplicaciones, las ecuaciones no lineales de movimiento de la aeronave se
linealizan alrededor de ciertos POs que capturan los modos principales de operacién de
la aeronave a lo largo del patrén de vuelo deseado. Se disefian, entonces, controladores
lineales para alcanzar la estabilidad y el desempefio deseados para cada una de las lineali-
zaciones del sistema en cada PO. Luego se interpolan los valores de los pardmetros de los
controladores como funciones de las variables de tabulacién; tipicamente, presién, veloci-
dad, altitud, etc. Finalmente, el controlador por ganancia tabulada se implementa como un
sistema no lineal.

Vamos a presentar la idea de control por ganancia tabulada a través de un ejemplo
simple de control de nivel. Ver Khalil (1996, pp.499-506) para una formulacién general y
mas referencias.

Ejemplo 8.5 (Control de nivel). El sistema, representado en la Figura 8.3, puede modelarse
por las ecuaciones

% </Ohﬁ(z)dz) — g —cV2h,

donde # es el nivel del liquido en el tanque, g es el caudal de entrada y ¢ es una constan-
te positiva. Tomando x = h como variable de estado y # = g como entrada de control
obtenemos el modelo de estado

1
B(x)

El objetivo de control es que el nivel y = x siga a una referencia yz. Usamos yr como
variable de tabulacién. Cuando yg = « constante, y debe mantenerse igual a «, para lo
cual necesitamos que u se mantenga en el valor ii(«) = cv/2a.

:\

\ JR— —
=
h - —

(u—cV2x) = f(x,u)

X =

Figura 8.3: Control de nivel de un tanque.

Linealizando alrededor del PO inducido por yz = « constante, obtenemos el modelo
lineal parametrizado por «

X5 = [1(06) Xs + b((X) Us,
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donde
0 —cV 2«
wex—aalw) =P -0
weu-iw, b =3I =t

Consideremos el control PI (proporcional-integral)
Us = K1€ + KzU
O=Y—YrR=X—Q=X5— T,
donde rs = yg — «. El sistema lineal a lazo cerrado es

=L S )

cuyo polinomio caracteristico es
s — (a + bKy)s — bK,.

Si, por ejemplo, proponemos tener un polinomio caracteristico de la forma s> + 28w, s + w?,
con determinados valores deseados de w y &, podemos lograrlo eligiendo las ganancias del
control

28w, +a(x) w?
Lo T K = __n,
) T T
El control por ganancia tabulada se obtiene cuando reemplazamos « por yg, con lo que las

ganancias variaran directamente con la altura deseada. Antes de seguir, veamos primero
una reparametrizacion del controlador PI que simplificard la tarea de tabulacién.

Kl(OC) =

Parametrizacion simplificada del control PI. A veces es posible simplificar la tarea de
monitoreo y tabulaciéon mediante una eleccién adecuada de los pardmetros del controlador.
Por ejemplo, si reparametrizamos el controlador PI como

K

1
u5:K(e+—a), K=K/, T=—
K>

T

y suponiendo que |a(a)| < 2&w, (0 sea que la parte real deseada para los polos a lazo
cerrado es mucho mayor que el polo a lazo abierto), entonces obtenemos

2wy tala) o 28wy, _ 2w, ta(a) 28
KO=""Tm  ~ 3w "W a o,

Tomando K(a) = —2&w, /b(a) = —2&w,p(x) y T = 2&/w,, vemos que s6lo hace falta
tabular una dnica variable: K(«). Con este control PI parametrizado en «, la linealizacién
del sistema a lazo cerrado alrededor de (x,0) = («,6(«)), e y = «, resulta

["‘?] — Ay() m + Byrs

o

Ys = Cf |:J;_5:| ’
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a(a) — 28w, —w? 2&Ewy
Ag((x) = 1 0 :| ’ Bg = { 1 } ’ Cg = [1 O:| . (811)
La funcién de transferencia a lazo cerrado correspondiente, de 75 a ys = x5, resulta

28 wy,s + w?
s2 + 28wy, —a(a)]s + w?

Control PI de ganancia tabulada por  yz. Dejemos por ahora este andlisis lineal y consi-
deremos el controlador PI de ganancia tabulada

u = K(yr) (e + %O‘) = —2&w,B(yr) (e + %0) (8.12)

O=e=Y—Yr

donde la ganancia K se tabula como una funcién de la sefial de referencia yr, no necesaria-
mente constante. Cuando se aplica este control a la ecuacién de estado no lineal, el sistema
no lineal a lazo cerrado resulta

.1 Wy
X = M {—ZEwnﬁ(yR) (x— Yr + EO‘) —C\/ﬂ}
0O=X—YR

y=x.

Cuando yr es una constante positiva, yg = «, el sistema tiene un PE en

A —CV2a

" w2B(a)’

y el valor de equilibrio de u correspondiente es i1 = cv/2a. Es decir, el control por ganancia
tabulada logra el PO deseado. La linealizaciéon del sistema alrededor de este PO (x,0) =
(a,5(x)), e yr = «, resulta en la ecuacion lineal de lazo cerrado

X=a, d(a)

ps = Au() ps + By(a) 75,  donde ps = {Ui;zx)}

ys = Cy ps
las matrices A, («), B,(«) y C, () son

Au(a) = ”("‘)_12‘5“’” _(‘)‘ﬂ, B, = [25“’”_437("‘)], C,=[1 0], (813)

y la ganancia y(«) = K'(«a)d(«)/(TB(«x)) — donde K'(a) = aK/ayR‘yR:“. La funcién de
transferencia a lazo cerrado de 75 a ys = x; resulta en este caso
REw, +y(a)ls +aw)
s2 4+ 28w, —a(a)]s + w?

Comparando (8.11) con (8.13), vemos que los dos modelos lineales representados por
(A¢, By, Cr) y (An, By, Cy) son distintos (en la matriz B):
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» (A4, By, Cp) representa el modelo a lazo cerrado de la familia de modelos lineales pa-
rametrizados usados para el disefio del control;

= (A,, By, C,) representa la linealizacién alrededor del PO deseado del sistema no lineal
a lazo cerrado con el control por ganancia tabulada.

Estos modelos linealizados difieren porque en (A, B, C;) la ganancia esta fija en K(«), y no
hay que derivar K(yg) con respecto a yg y evaluarla en yg = a. Ambos modelos difieren en
la posicién del cero de la funcién transferencia de lazo cerrado, lo que puede dar respuestas
transitorias muy diferentes. Idealmente quisiéramos que ambos modelos sean iguales a fin
de que se dé el desempefio deseado en las vecindades de cada PO. Vamos a presentar dos
trucos para que ambos modelos resulten iguales.

Truco 1.  No imponer la condicién

—cV2«x

w;B(a)

(que evita el uso de términos constantes en el control) y en cambio usar el grado de libertad
de asignar ¢ («) arbitrariamente. El control entonces es

0(a) =

w=K(ye) e+ (0~ o(ye) | +alyx), #(yx) = c/2yx (5.14)
G=e=y—y

y &(yr) arbitrario. El control (8.12) que usamos antes es un caso particular de (8.14) que
surge de imponer la condicién

K5 (y) = aye).

El sistema a lazo cerrado puede escribirse como

X = fo(x,yr)-

Linealizando alrededor de (x, yr) = («, @) obtenemos

of. B B of. B
32| e =a(a) — 26w, 3yx | 1= =28w, + ¢(a),

YrR=a Yr=a
donde

K(x) 66(0c)_|_ 1 aﬂ(oc).

(p(“):_Tﬁ((x) O B(a) O

Si elegimos & («) tal que ¢p(a) = 0, es decir tal que

K(x) 06 () _ 0ii ()
T O« O

conseguimos que B, = By, y de esta forma los modelos (8.11) y (8.13) coinciden.
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Truco 2. Reemplazar el controlador

u = K(yr) (e+ %0)

o=e¢e

por el controlador

1
u = K(yg)e+ T2

z = K(yr)e

que, para K constante, puede interpretarse como conmutar la ganancia K con el integrador.
(0]

Resumen. En base al ejemplo, podemos resumir los pasos a seguir para disefiar un con-
trol por ganancia tabulada de la siguiente manera.

1. Linealizar el modelo no lineal alrededor de una familia de POs parametrizada por las
variables de tabulacién.

2. Disefiar una familia parametrizada de controladores lineales que consigan el desem-
pefio deseado para la familia de modelos lineales en cada PO.

3. Construir un control por ganancia tabulada tal que, en cada PO,

= el control genere un valor estdtico que dé error estético nulo,

= ]a linealizacién del sistema no lineal a lazo cerrado en cada PO sea la misma
que la de la conexién en realimentacion del modelo lineal parametrizado y el
correspondiente control lineal.

4. Verificar por simulacién el desempefio no local del control por ganancia tabulada para
el modelo no lineal.

El paso 2 puede conseguirse resolviendo el problema de disefio para una familia de mo-
delos lineales parametrizados por variables de tabulacién, como hicimos en el ejemplo, o
bien, resolviendo el problema sélo en un ntimero finito de POs usando la misma estructura
de control para todos ellos pero permitiendo que los pardmetros del controlador cambien
de un PO a otro; luego los pardmetros del controlador se interpolan para producir una fa-
milia de controladores lineales. Este proceso de interpolacién se hace usualmente «ad hoc»,
y se basa en conocimiento del sistema fisico.

Como vimos, la eleccién del controlador por ganancia tabulada no es tnica. Poder satis-
facer el requerimiento sobre los modelos linealizados enunciado en el paso 3 depende de la
estructura de control elegida. Ademas, la decision de hasta qué punto debe insistirse en que
las linealizaciones del modelo no lineal a lazo cerrado y del modelo lineal parametrizado a
lazo cerrado coincidan dependerd de las especificaciones y objetivos de control.

Notar que el andlisis de lazo cerrado del controlador por ganancia tabulada sélo consi-
dera el comportamiento local alrededor de un PO constante. ;Qué puede decirse del com-
portamiento regional, o global? ;Qué sucede cuando la variable de tabulacién no es cons-
tante? En la practica, la regla es que puede implementarse un controlador de este tipo siem-
pre que las variables de tabulacién varien en forma suficientemente lenta. La estabilidad
de sistemas inestacionarios lentos puede justificarse usando los resultados en Khalil (1996,
Seccién 5.7).
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