Capitulo 9

Linealizaci 6n Exacta por Realimentaci 0n

En este capitulo introducimos elementos de la teoria moderna de control geométrico de
sistemas no lineales de control. Esta teorfa se inici6 alrededor de los afios '70 con intentos
de extender resultados de la teoria de sistemas lineales a sistemas no lineales; resultados
tales como los que se refieren a controlabilidad y observabilidad del sistema. Més tarde,
en 1981 se mostr6 (Isidori et al), 1981) que no sélo estas extensiones eran posibles, sino
también gran parte de la teoria de control geométrico de sistemas lineales al estilo Wonham
(1985). El articulo de [sidori ef al] fue seguido durante los afios ‘80 por un gran namero de
resultados que generaron un fantdstico «juego de herramientas» para sistemas no lineales
(Isidori, 1995; [sidori, 1999). Una herramienta central en este «juego de herramientas» es la
linealizacién exacta por realimentacién, que presentamos en este capitulo.

Consideramos sistemas no lineales afines en la entrada de control, es decir, de la forma

x = f(x) +g(x)u,
y =h(x),

y planteamos qué condiciones se necesitan para que exista una realimentacion de estados
u=oa(x)+ B(x)v

y un cambio de variables
z=T(x)

que transformen al sistema no lineal a una forma lineal equivalente. Esta linealizaciéon no se
refiere a la linealizacién «Jacobiana» aproximada del sistema, vista en el Capitulo B, sino
que convierte exactamente al sistema en lineal.

Comenzaremos con linealizacién entrada-estado, en la que la ecuacién de estado completa
se linealiza exactamente. Luego introduciremos la linealizacién entrada-salida, en la que sélo
la respuesta entrada-salida se linealiza, mientras que una parte del sistema permanece no
lineal. Finalmente, presentamos la estabilizacién de sistemas por medio de linealizacién
exacta por realimentacion.

9.1. Linealizaci 6n Entrada-Estado

Vamos a introducir la idea de linealizacién exacta por realimentacion a través del Ejem-
plo B.2 de estabilizacién del péndulo.
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Ejemplo 9.1 (Linealizacion exacta del péndulo). La inspeccién del modelo de estado del
péndulo

X1 =X,
Xy = —a[sen(x; +68) —send] —bx, +cu,

muestra que podemos elegir
a v
= [sen(x; + 6) —sen ] + -
para cancelar el término no lineal de la segunda ecuacién y obtener el sistema lineal

X1 =X,
X2 = —bx, +0.

De esta manera, el problema de estabilizaciéon del sistema no lineal se transforma en el
problema de estabilizacion de un sistema lineal controlable. Podemos elegir, por ejemplo

U= k1 X1+ k2 X2
tal que los autovalores del sistema a lazo cerrado

X1 = Xz,
x2:k1x1+(k2—b)x2

tengan parte real negativa. Finalmente, el control completo — no lineal — que convierte al
sistema en lineal y estabiliza su equilibrio es entonces
a 1
= [sen(x; + &) —sen 8] + Ekl x1 + ky x5.
o}

Vamos a ver ahora cuan general es este procedimiento. Es claro que no podemos espe-
rar cancelar alinealidades en cualquier sistema no lineal; debe haber ciertas propiedades
estructurales que permiten tal cancelacién. Del ejemplo podemos ver que

» para cancelar un término no lineal a(x) por substraccién, el control u y el término
a(x) siempre deben aparecer juntos en forma de suma u + a(x);

» para cancelar un término no lineal y(x) por division, el control u y el término y(x)
siempre deben aparecer juntos en forma de producto y(x)u; si y(x) es no singular en
el dominio de interés, puede cancelarse con u = f3(x) v, con 3(x) = ¥~ *(x).

Es decir que la posibilidad de convertir una ecuacién de estado no lineal en una lineal
controlable cancelando alinealidades requiere que la ecuacion no lineal tenga la estructura

%= Ax+ BB(x) 'u — a(x)] (9.1)

donde A € R™", B € R"*?, el par (A, B) es controlable, y las alinealidades « : R" — R?,
B : R" — RP*?, estdn definidas en un dominio D, € R" que contiene al origen. Asumimos
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que la matriz 3(x) es no singular Vx € D,. Si el sistema tiene la estructura (P.I)), entonces
podemos usar el control

u=oa(x)+pB(x)v
para obtener la ecuacién lineal
x=Ax+Bo.

Ahora para estabilizar el sistema podemos simplemente calcular v = Kx tal que A 4+ BK
sea Hurwitz. El control estabilizante completo es no lineal y tiene la forma

u = a(x) + B(x)Kx.

Y si el sistema no tiene la estructura (9.1)); ;quiere decir que no es posible linealizarlo
por realimentacién? La respuesta es no. Recordemos que la representacion en espacio de
estados de un sistema no es tnica; depende de la eleccion de las variables de estado. Atn
cuando el sistema no tenga inicialmente la estructura (P.1I]) es posible que un cambio de
variables lo lleve a la forma (D.1]) en otras coordenadas, como vemos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 9.2 (Sistema exactamente linealizable después de cambio de coordenadas). Sea
el sistema

X1 =4 senx,,

R ©:2)
Xp = —x7 + U

Si elegimos u = x7 + v para cancelar el término no lineal, la primera ecuacién sigue siendo
no lineal. Sin embargo, si hacemos el cambio de variables

Z1 = X1 (9 3)
Zr = 4 senXx; = X .

obtenemos el sistema
Z1 = 2o
Zy = a cos Xy (—x3 4 u)
que tiene la forma (P-1)), valida en la regiéon —7r/2 < x, < 7r/2. Usando

1

u=xi+——0u
a cos x,

el sistema queda linealizado en las nuevas variables. La ecuacién de estados en las nuevas
variables se obtiene invirtiendo la transformacion (P.3), es decir,
X1 = 2Z1
Z2
X, = arc sen —
a
que esta bien definida para —a < z, < a. La ecuacién de estado transformada es
21 =12

. ) 2
Zy =a cos |arcsen — ) (—z7+u).
a
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Definicién 9.1 (Difeomorfismo). Un difeomorfismo es un cambio de variables T tal que
z = T(x) esta definido en un dominio D,, su transformacion inversa x = T~ !(z) esta de-
finida en D, = T(D,), y ambos T y T~! son continuamente diferenciables en D, y D,,
respectivamente. o

Tenemos ya todos los elementos para hacer la siguiente definicién.

Definicién 9.2 (Sistema Linealizable Entrada-Estado). Un sistema no lineal

£ = f(x) + g(x)u 9.4
con f, g definidas en un dominio D, C R" y suficientemente suaves (con derivadas conti-
nuas hasta el orden que sea necesario), es linealizable entrada-estado si existe un difeomorfis-

mo T : D, — R" tal que D, = T(D,) contiene al origen y el cambio de variables z = T(x)
transforma a (9.4) en

z=Az+BB(x) ' [u— a(x)] (9.5)
con (A, B) controlable y 3(x) no singular en D,. o

Tomando ay(z) = a(T"'(z)), Bo(z) = B(T'(z)) nos queda el sistema expresado en las
nuevas coordenadas:

z= Az + BBo(z) u — ap(z)]

¢Y cudndo sera posible encontrar un difeomorfismo que pueda llevar un sistema dado
a la forma (9.5)? Derivando la ecuacién z = T(x), es decir

. 0T 0T
2= 2k = [f(x) + g(x)u]

e igualdndola a (B.5), concluimos que el difeomorfismo T debe satisfacer las condiciones

L F(x) = AT(x) ~ B(x) ()

T »
S8 = BA() .

(9.6)

En resumen:

La existencia de T, «, 3, A y B que satisfagan las ecuaciones en deri-
vadas parciales (P.6) es una condicién necesaria y suficiente para que
x = f(x) + g(x)u sea linealizable entrada-estado.

Asi, la determinacién de si un sistema no lineal dado es linealizable exactamente por
realimentacién se reduce a la resolucion de las ecuaciones en derivadas parciales (D.6). La
resolucién de estas ecuaciones puede simplificarse, como explicamos a continuacién.
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9.1.1. Condiciones simplificadas para la linealizaci  6n exacta por realimentaci 06n

Cuando un sistema es linealizable entrada-estado, la transformacién z = T(x) no es
Unica. La forma maés simple de ver esto es aplicando la transformacién lineal { = M z, con
M no singular; asi obtenemos

(= MAM'¢+ MBB(x) ' [u — a(x)]

que tiene la misma estructura (9.5) pero con matrices A y B diferentes. Vamos a ver ahora
que podemos aprovechar la no unicidad de T para simplificar las ecuaciones en derivadas
parciales (9.6). Consideremos el caso p = 1 (una entrada). Dado cualquier par (A, B) con-
trolable, existe M no singular que lo transforma a la forma canénica controlable, es decir,
MAM™! = A.+ B.A", MB = B, con

01 0 ... 0 0 M
00 1 ... 0 0 Ao
Ac: . . . . . ’ Bc: . A= .
00 ... ... 0 1 An
Es dedir,

¢ = (Ac+ BA")C + Bep(x) 7 [u — ax(x)]
= Al + BeB(x) M u— a(x)]

donde &(x) = a(x) — B(x)A"MT(x). Vemos que podemos, sin pérdida de generalidad,
considerar que A y B estdn en la forma candnica controlable A. y B.. Ahora escribamos

Tl(X)

T, (x)
Es facil verificar que
T2(x) 0
AT(x) — B.(x) a(x) = T@ , yaue BB =|
—a(x)/B(x) 1/B(x)

Usando estas expresiones en las ecuaciones en derivadas parciales (P.6) se obtiene el si-
guiente conjunto de ecuaciones

oTy ., . oTy , .
o (x) = Ta(x), Wg(x) =0,
aTz . aTZ _
ox (x) = TB(X)/ ag(x) =0,

aTn,1 o aTnfl _
ax f(X) - Tﬂ(x)’ ax g(x) - 0/
oT, T,

If() = —a(0)/B),  S2g(x) =1/B().
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Las primeras n — 1 ecuaciones de la izquierda muestran que las componentes T, a T,, de T
son funciones de la primera componente T;. Combinando todas las ecuaciones, la busqueda
se reduce a una funcién T; (x) que satisfaga

i) =0,i=1,2,....n—1;

aa]’f 9.7)

5 S(X) #0
donde

oT; .

TZ-H(x):af(x), i=12,...,n—1.

Las funciones « y 3 estan dadas por
_ 1 _ _(9T,/ox)f(x)
S G N CIAE S .

Finalmente, para simplificar los cdlculos en las nuevas variables, vamos a imponerle a T; (x)
la condicién adicional de que T;(x*) = 0, donde x* es un PE del sistema a lazo abierto en
las coordenadas originales (f(x*) = 0) con respecto al cual queremos estabilizar al sistema.

Ejemplo 9.3 (Calculo del difeomorfismo z = T(x)). Consideremos nuevamente el sistema
P [a senzxz} 4 [0] W2 () +gu

que tiene un PE en x = 0. Buscamos T;(x) tal que T;(0) =0y

0T1 _|on om 0 _aTl _
Wg_ [f’xl Oxz] 1 _a—xz_o’ ©.9)
aTz _ | om 0 _aTZ
el N H R i) 10
donde
oT
To(x) = 91 f(x) = [ 90] {” S_e;‘%’”} . ©.11)

Vemos de (9.9) que T;(x) no depende de x,. Usando este dato en (9.11)) obtenemos

T
Tr(x) = g—xia sen x,. (9.12)

Derivando (9.12) con respecto a x,, y reemplazando el resultado en (9.10) tenemos que

0T, 0Ty
-2 _ ot 0,
%, ox a.cos x, #
que se satisface para cosx, # 0 si tomamos, por ejemplo, T;(x) = x;. Reemplazando

0T;/0x; = 1 en (9.12) obtenemos T>(x) = a sen x,, que junto con T;(x) = x; da el mismo
cambio de variables propuesto en (B.3). Otras elecciones de T; son posibles; por ejemplo,
Ti(x1) = x1 + x5 darfa otro cambio de variables que lleva al sistema a la forma (9.6). o
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Ejemplo 9.4 (Generador sincrénico). Un generador sincrénico conectado a un bus infinito
puede representarse con el modelo

Xx=f(x)+gu

con

—_ O O

f(x) = |—a[(1+ x3) sen(x; i 5) —send| — ble , g = [
—cx3 + d[cos(x1 + &) — cos §]

|

donde a, b, ¢, d y 5 son constantes positivas. El sistema tiene un PE en x = 0. Buscamos
Ti(x) tal que T1(0) =0y

0T,  dTy
0T, 0T,
Ity — 22— 14
ox 8 0x3 0 (0-14)
013  0T3
%S a7 19
donde
T
Th(x) = x (x) (9.16)
0T,
= __< . 17
Ty(x) = 5 2f(x) 9.17)
Usando (0.13) en (P.16) tenemos
T(x) = oh o0 —a[(1+ x3) sen(x; + 6) —send| — bx, }. (9.18)

- 6_x1x2 axz
Derivando (0.18) con respecto a x3, y reemplazando el resultado en (0.14) tenemos que

o,
6x3

oT
= —a sen(x; + 5)6—x1 = 0.
2

Elegimos T; independiente de x,, y reemplazando 0T; /dx, = 0 en (9:I8) obtenemos

T
Ty(x) = a_xi’”' (9.19)

Usamos (P.19) (recordando que T; es independiente de x; y x3) en (0.17),

= asz _oh —a[(1+ x3) sen(x; + 8) —send| — bx, }. (9.20)

L(x) =52~ on

Derivando (9.20) con respecto a x3, y reemplazando el resultado en (9.15) tenemos que

0Ty oT,
Fr a sen(x; + 6) o #0,
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que se satisface en el dominio 0 < x; + & < 7 eligiendo, por ejemplo, T;(x) = x;. Usando
Ti(x) = x1 en (9:19) y (9:20), completamos el célculo del difeomorfismo z = T(x), dado por

Z1 = Tl(X) = X1
Zy = Tz(X) = X
z3 = T3(x) = —a[(1 + x3) sen(x; + &) — sen 8| — bxy,

cuya transformacién inversa

X1 = 21
Xy = Z»

z3+bzy —asend
X3 = -1 -

a sen(z; + 9)

estd definida en 0 < z; + 6 < 7. Las funciones « y 3 estdn dadas por (9.8) (con n = 3), es
decir
1

Blx) = ~asen(x; +0)

oc(x) — (6T3/ax)f(x)
a sen(xy + &)

El modelo de estado en las coordenadas z es entonces

Z1 = 2o
22 = Z3
Z3 = —a sen(x1 + 6)[u — a(x)].

9.2. Linealizaci 6n Entrada-Salida

La linealizacién exacta de la ecuacién de estado que describimos en la seccién anterior
no necesariamente linealiza la ecuacién de salida. Consideremos otra vez el ejemplo (P.2).
Si tomamos como salida y = x;, el cambio de variables y el control

Z1=X, Zy=asenx,, u=x:+ v

a Cos X

resultan en
Z] = Zn
Zy =0
Z3
Yy = arcsen —
a

que tiene un modelo de estado lineal con salida no lineal. Si, en cambio, tomamos u =
x? + v, obtenemos el modelo

X1 = a senx;

X, = U

y=x2
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que tiene una transformacion lineal entrada-salida (de u a y) y una dindmica (la de x;)
que es inobservable a la salida, ya que y no depende de x;. Si s6lo nos interesara la variable
y, el control v podria disefiarse usando técnicas lineales para que y tenga el desempefio
deseado. Sin embargo, no hay que descuidar la dindmica inobservable; por ejemplo, si
y fuera estabilizada en un valor constante yg # 0, la variable x; tendria una evolucién
x1(t) = x1(0) + ta sen yg, que crece con ¢!

Veamos esta idea méas formalmente. Sea el sistema mono-entrada mono-salida

%= f(x) + g,
y = h(x).

El caso méas simple de sistema linealizable entrada-salida se da cuando es linealizable
entrada-estado y la salida de interés es /1(x) = Ti(x). En ese caso, el cambio de variables
z = T(x) y el control u = a(x) + B(x)v lo transforman en

z=A.z+ B.v
y=Cz=[1 0 ... 0]z

donde (A, B;, C;) son la forma canénica de una cadena de integradores.

Para una dada salida y = h(x) = {1 (x) — no necesariamente igual a Ty (x) — podemos
verificar si satisface la condicién en derivadas parciales (9.7) directamente por substitucién,
es decir

0

0x
donde ;1(x) = (0y;/0x)f(x),i = 1,2,...,n — 1. Esta condicién es una restriccién en
la forma en que las derivadas de y dependen de u. Esto es facil de ver si calculamos las
derivadas temporales de la salida,

g(x)=0, i=12,...,n—1; a(;f("g(x)#O,

Y = % (x) +g(x)u] = % () = a(x)
. 0y _ 0,

£ () + g(xu] = S2(x) = ()

Si seguimos, vemos que u no aparece en las primeras n — 1 derivadas de y, pero aparece en
la derivada de orden #n con un coeficiente no nulo,

0Py 0P,
(n) —
- ax f(x) + ax g(X)M.

Es obvio que el control
1 0Py
s [ o]

da la transformacion entrada salida igual a una cadena de n integradores

u =

y" =

¢Qué pasaria si u apareciera en una derivada de orden menor a n con coeficiente no nulo?
Entonces todavia podriamos linealizar la transformacién entrada-salida, pero nos quedaria
una cadena de menos integradores, y la ecuacion de estado tendria una parte no linealiza-
da. Como en los sistemas lineales, el nimero de veces que hay que derivar la salida hasta
que aparezca la entrada con un coeficiente no nulo define el grado relativo del sistema.



144 Linealizacion Exacta por Realimentacion

Definicién 9.3 (Grado Relativo). El sistema
£ = f(2) +g(x)u 021
y = h(x),

donde f, g y h, definidas en un dominio D C R”", son suficientemente suaves, tiene grado
relativor,con 1 < r < n, en una regién Dy C D si

oY; 0,

axg(x):0, i=1,2,...,r—1; axg(x)géo
0, )
para todo x € Dy, donde 1 (x) = h(x) y ip1(x) = P flx),i=1,2,...,r—1 o

Si el sistema tiene grado relativo (GR) r, entonces es linealizable entrada-
salida; si tiene GR 7, entonces es linealizable tanto entrada-salida como
entrada-estado.

Ejemplo 9.5 (Ecuacién de Van der Pol). Consideremos la ecuacién de Van der Pol contro-
lada

X1 = Xp
X =-x1+e(l—xDx,+u, e€>0

con salida y = x;. Calculemos las derivadas de la salida:

y:xlzxz

=t =-x+e(l—x3)x+u

Por lo tanto el sistema tiene GR 2 en R?.
Sila salida es y = x,, entonces

y=-x;+e(l—x))x,+u

y el sistema tiene GR 1 en R?.
Si la salida es y = x; + x3, entonces

Y =2x+x[—x1 +e(1—x3)x + u
y el sistema tiene GR 1 en Dy = {x € R? | x, # 0}. o

Ejemplo 9.6 (Sistema sin grado relativo bien definido). Consideremos el sistema

5(1:3(1
XZZXQ—FM
y=xi

Las derivadas de la salida son
y:xllezyéy(n):y:xd,anl

Vemos que en ninguna derivada de la salida aparece la entrada u. En este caso el sistema
no tiene un GR bien definido porque la salida y(t) = x;(t) = e’ x1(0) es independiente de
la entrada. o
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Ejemplo 9.7 (Motor de corriente continua controlado por campo). Un motor de corriente
continua controlado por corriente de campo puede describirse por las ecuaciones

X1 = —ax1+u
Xp = —bxy + p — cx1x3
X3 = 9x1x2

donde x1, x; y x3 son respectivamente la corriente de campo, de armadura, y velocidad an-
gular. Para problemas de control de velocidad elegimos como salida y = x3. Las derivadas
de la salida son

y = fC3 = 93(13(2

§ = 0x1%, + 0x%1x3 = (+) + Oxou,

donde (-) contiene términos que son funciones de x. El sistema tiene GR 2 en la region
DOZ{XGR3|JC27£0}. o

Ejemplo 9.8 (Sistema lineal). Consideremos el sistema lineal representado por la funcién
transferencia

_ bus" + s 4 by
st taast g

H(s)

7

donde m < nyb,, # 0. Un modelo de estado para este sistema es

0 1 0 0 0

0 0 1 ... 0 0
A= . . . : , B =

—ag —aq —fdu_1 1
C=1[bo by ... by 0 ... 0].

Este sistema es un caso particular de (9:2T) con f(x) = Ax, g(x) = By h(x) = Cx. Veamos
el GR del sistema calculando las derivadas de la salida. La primera derivada es

y = CAx + CBu.

Sim =n—1, entonces CB = b,_; # 0y el sistema tiene GR 1. En caso contrario, CB = 0
y seguimos derivando. Notemos que CA es un vector fila que se obtiene moviendo los
elementos de C una posicién a la derecha, CA? se obtiene moviendo los elementos de C
dos posiciones a la derecha, y asi sucesivamente. Entonces vemos que

CA"'B=0, i=1,2,....n—m—1
CA" ™ B =b,, #0.

Por lo tanto, u aparece por primera vez en la ecuaciéon de ¥, que esta dada por
y" " = CA" "x + CA" " 'Bu,

y el GR del sistema es n — m, o sea la diferencia entre el grado de los polinomios denomi-
nador y numerador de H(s). o
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9.2.1. Linealizaci 6n Entrada-Salida y Estabilidad Interna. Forma Normal

Vamos a introducir una forma canénica para sistemas no lineales en la que el grado rela-
tivo del sistema es explicito. Esta forma canénica se conoce como la forma normal, y permite
extender a sistemas no lineales el concepto de sistema de minima fase (en un sistema lineal:
sin ceros con parte real no negativa). Primero veamos cémo llevar un sistema lineal a una
realizacién en la que los ceros del sistema queden explicitos.

Caso lineal

Empecemos escribiendo el sistema lineal de grado relativo r = n — m como

1
H(s) = 5 = - ShE PO=QENGRE),
QENG)

donde los grados de D, Ny Q son n, m < n, y r, respectivamente. Entonces H puede
representarse como una interconexién en realimentacion negativa con 1/Q(s) en la cadena
directa y R(s)/N(s) en el camino de realimentacién (ver Figura P.1)).

u e
4 ) L

o=

Figura 9.1: Representacién en realimentacién de H(s)

La funcién transferencia 1/Q(s) no tiene ceros, y puede realizarse tomando el vector de
estados

E=1[y, ...,y ],

Esto nos da el modelo de estados

é - (Ac + BcAT)E + Bcbme
Y= Cc £

donde (A, B;, C;) son la forma canénica de una cadena de r integradores, A € R" y e es
la sefial de salida del sumador (¢ = u — [R(s)/N(s)]y). Sea (Ao, By, Co) una realizacién
minima de la funcién transferencia R(s)/N(s), con estado 7.

Notar que los autovalores de A, son los ceros de N(s), o sea, de H(s). Entonces H(s)
puede realizarse como

f) = AOTI + BOCCE
& = Ak + B(A"E — b, Con + byt) (9.22)
y= C. &
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Usando la estructura de (A, B, C) es facil verificar que
Yy = A& — b,,Con + by

El control («linealizante» entrada-salida)

1
u= b—[—?\TcS + by Con + 7]

resulta en el sistema

i = Aon+ BoCé

é = A&+ B

y= CC é
cuya funcién transferencia de v a y es una cadena de r integradores, y cuyo subvector de
estado 17 es inobservable desde y.

Supongamos que queremos estabilizar al sistema con una realimentaciéon v = K¢ tal
que A; + B.K sea Hurwitz. El correspondiente sistema a lazo cerrado es

nl _ Ao BoCe !

1- 2
Sabemos que para cualquier condicién inicial &(0) tenemos que &(t) — 0 cuando t — oo.
Notemos que los estados 7 tienen como entrada la salida y = C.&.

Para asegurar que 7(f) se mantenga acotada para toda evolucién acotada
de y(t) es necesario que A, sea Hurwitz, es decir, los ceros de H(s) deben
tener parte real negativa.

Vemos que la matriz de evolucién en (D.23) tiene una forma triangular en bloques, y por
lo tanto los autovalores de todo el sistema son la unién de los autovalores de los bloques
diagonales Ay y A. + B.K. Es decir, este control disefiado siguiendo el procedimiento de
linealizacién entrada-salida ubica r autovalores del sistema a lazo cerrado como los auto-
valores de A. + B K, y los restantes n — r autovalores iguales a los ceros del sistema a lazo
abierto.

Caso no lineal

Busquemos una version no lineal del modelo (9.22). Las variables & se toman igual que
en el caso lineal, ya que la transformacién de entrada-salida va a seguir siendo una cadena
de r integradores. Para elegir las variables 7, va a ser importante respetar la caracteristica
fundamental del modelo (D.22), que es que la entrada u no aparece en la ecuacion de 1. Toma-
mos entonces

e
s~ T(x) ‘Z’;:Ei’? 2 [000] = [ 022
el
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donde ¢ (x) = h(x) y Pis1(x) = %f(x) ,i=1,2,...,r—1,ylas ¢; se eligen tales que T(x)
sea un difeomorfismo en un dominio D, € Dy y

0¢;
ox

g(x) =0, 1<i<n-—r,Vx € D,. (9.25)

Esto siempre es posible para sistemas mono-entrada con grado relativo r. La condicién

(029) asegura que 71 = 22[f(x) + g(x)u] = 3 f(x) no depende de u.
En las nuevas variables el sistema queda en la forma normal

] :fO(rllé)
&= A&+ B.B(x) u—afx)] (9.26)
y= Ccé

donde & € R", n € R*7, (A, B., C.) son la forma canénica de una cadena de r integradores
y

fln ) = Gose|
o @ /e0f()
B(%) = G, Joxg ) ™) = =y, Jang(x) 627)

Notar que a(x) y B(x) no dependen de la eleccion de ¢. La estructura del sistema en forma
normal se representa (en coordenadas z) en el diagrama de bloques de la Figura P.2.

A

fO(U/ é)

Figura 9.2: Sistema en forma normal

9.2.2. Dinamica de los Ceros

La forma normal (0.26) tiene una parte «externa», representada por las variables £, y una
parte «interna», representada por las variables 1. El control u = a(x) + (x)v linealiza la
parte externa y hace inobservable la parte interna. Haciendo & = 0 en la primera ecuacién
tenemos la dindmica de los ceros

1= fo(n,0) (9.28)
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que es la contraparte no lineal de 77 = Ayn, donde los autovalores de A son los ceros de
H(s). El sistema se dice de minima fase si la dindmica de los ceros tiene un PE AE en el
dominio de interés.

La ecuacién (P.28) representa la dindmica de los ceros en las nuevas variables. Podemos
también caracterizarla en las coordenadas originales. Notar que

y(t) =0 = &(t) =0 = u(t) = a(x(t)).

Entonces, mantener la salida idénticamente cero implica que la solucién de la ecuacién de
estados debe quedar confinada al conjunto

Z'={x €Dy | 1(x) = Po(x) = --- = ¥y(x) = 0},

y la entrada debe ser

w= ' (x) £ a(x)],eye

La dindmica de los ceros es entonces la dindmica restringida
1= f1(x) = [f(0) +g()a(x)] ez -
Ejemplo 9.9 (Sistema de minima fase). Consideremos el sistema

2+ 3
u
14 x3

X =-xn+

XZZX3
X3ZX1X3+M
y=x2

que tiene un PE en el origen. Las derivadas de la salida son

y:x2:X3

Yy=X3=x1x3+u

Por lo tanto el sistema tiene GR 2 en R3. Las variables 1 de la transformacién (9.24) son
P1(x) = 22 y P2(x) = x3. Usando (9:27) obtenemos

B=1, X = —X1 X3

Para caracterizar la dindmica de los ceros en las coordenadas originales, restringimos el
estado al conjunto

Z*:{XGR3|X’2:X3:0}
y tomamos u = u*(x) = 0. Esto da como resultado
xl = —Xq

lo que muestra que el sistema es de minima fase. Para llevar al sistema a la forma normal
tenemos que elegir la funciéon ¢(x) de la transformacién (9:24) tal que

0¢

a—xg(x) =0
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y tal que T(x) sea un difeomorfismo en algtin dominio que contenga al origen. La ecuacién
en derivadas parciales

64) 2+ x3 6qb
0x11—|—x3 6x3

=0

puede resolverse por el método de separacion de variables; esto da
¢(x) = —x1 + x3 + arctan x;

que satisface la condicion ¢(0) = 0. La transformacién T(x) es un difeomorfismo global,
ya que para cualquier z € R?, la ecuacién T(x) = z tiene una solucién tnica. Por lo tanto,
la forma normal

2
fl = (—n — & + arctan &) (1 244 52)

1443
bi=¢&
by = (—n—& +arctanéy) & +u
y==a&
estd definida en forma global. o

9.3. Control por Realimentaci 06n de Estados

9.3.1. Estabilizaci 6n

Consideremos el sistema linealizable entrada-estado
z= Az + BB(x) 'u—a(x)], z=T(x)

donde T(x) es un difeomorfismo en un dominio D, C R", D, = T(D,) contiene al origen,
(A, B) es controlable, 3(x) es no singular para todo x € D,, y a y 3 son continuamente
diferenciables. Disefiamos K tal que A 4+ BK es Hurwitz. El control

u = a(x)+ B(x)KT(x)
da el sistema lineal a lazo cerrado
= (A+ BK)z (9.29)

Este resultado, sin embargo, estd basado en la cancelacién exacta de términos no lineales.
En general, debido a incertidumbre paramétrica y errores computacionales, el control va a
implementar en la realidad funciones &, 3 y T, que son aproximaciones de las ideales «, 3
y T. Es decir, el control real va a tener la forma

u=a&(x)+ B(x)KT(x)

El sistema a lazo cerrado con este control es entonces

2= Az + BB (x) ' [&(x) + B(x)KT(x) — a(x)]
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Sumando y restando el término BKz, podemos re-escribir la ecuacién anterior como
z = (A+ BK)z+ B5(z)
donde
8(z) = Bx) ™ {&(x) — a(x) + [B(x) = B(x)IKT(x) + BN)K[T(x) = T}y,

Vemos que el sistema a lazo cerrado es una perturbacion del sistema nominal (9.29). Sea
P = P" la solucién de la ecuacién de Lyapunov

P(A+BK)+ (A+BK)P' = —1
y supongamos que en un entorno del origen el término de error satisface

16(2)2 <mllzl2+v2,  v1,72>0

Usando V(z) = z"Pz como candidata a funcién de Lyapunov para el sistema a lazo cerrado
tenemos

V(z) = —||z||5 +2z"PB4(z)
< —|z[13 + 2||PB|2v:|z]3 + 2[| PB|27v2] 22

—(1=2|PBl2y1)llzll2 + 2[|PB]l2v2|z]l2

Si
oL
"= 4PB],

tenemos que
. 1
V(z) < =5 lzl2+2[PBll2v2llzllo <0, Vl|zll2 > 4[|PB]|2v2

lo que demuestra que las trayectorias del sistema perturbado son acotadas con cota final
proporcional a ;.
9.3.2. Sistema Parcialmente Linealizable

Consideremos ahora el caso en que el sistema es linealizable s6lo parcialmente, es decir,
la ecuacién de estado tiene la forma

= fO(TI/ E)
¢ = A&+ BB(x) u — a(x)] (9.30)
donde

_ _ 1] & [Ti(x)
=76 = [ 2 2]
T(x) es un difeomorfismo en un dominio D, C R", D, = T(D,) contiene al origen, (A, B)

es controlable, 3(x) es no singular para todo x € D,, f0(0,0) = 0,y fo(n,é), a(x) y B(x)
son continuamente diferenciables. La forma (P.30) estda basada en la forma normal (D.26),
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pero en este caso no consideramos la salida porque no juega ningtn papel en el problema
de estabilizacion.
El control

u=a(x)+ B(x)KE = a(x) + B(x)KT(x) (9.31)
con K tal que A + BK es Hurwitz, lleva el sistema a la forma triangular

= foln.£) (9.32)

& = (A+ BK)¢
donde el subsistema £ es tiene un PE GAE en £ = 0. Para analizar la estabilidad de todo
el sistema (D.32) vamos a usar los resultados de la Seccién §6.3 del Capitulo B. El sistema
(0.32) va a tener un PE AE en el origen si el subsistema 1 es (localmente) ISS cuando & se
considera su entrada. El Lema p.3 garantiza que el subsistema 1 de (0.32) es localmente ISS
si el sistema no forzado

h = fO(TLO)

tiene un PE AE en nn = 0. Por lo tanto,

un sistema linealizable entrada-salida que sea minima fase es localmente
estabilizado asint6ticamente por el control (9.31)).

Para probar estabilizacion asintética global debemos garantizar que el subsistema 77 de
(0.32) sea ISS (globalmente). Usando el Lema p.4 vemos que esto es asi, por ejemplo, si el
origen de 11 = fy(1,0) es globalmente exponencialmente estable y fy(1, &) es globalmente
Lipschitz en (7, &), aunque estas condiciones son bastante exigentes.

Si el origen de 11 = fy(n,0) es GAE, se podria pensar que el sistema triangular (9:32)
se estabilizaria globalmente si los estados & decaen a cero arbitrariamente rapido. Esto in-
dicaria que la solucién de 77 = fy(n, &) se aproxima rapidamente a la de 7 = fy(n,0), que
tiende a cero. Vamos a ver en el ejemplo siguiente que esta no es necesariamente una buena
estrategia debido al fendmeno de peaking.

Ejemplo 9.10 (Peaking). Consideremos el sistema

1
= —5(1 + &)
=&

51 = 0.
El control lineal
v= Y& —2y& £ KE

asigna los autovalores de A + BKen (—y, —v).
Para la condicién inicial n(0) = 1o, &1(0) =1, é,(0) = 0, el estado &, tiene la evolucién

&H(t) = —pPte ™






154 Linealizacion Exacta por Realimentacion

obtendriamos el sistema a lazo cerrado
X = —yx — bx®,

cuyo origen es globalmente asintéticamente estable y sus trayectorias se aproximan al ori-
gen mds rapido que las de ¥ = —yx. Mds atn, el control lineal es més simple de implemen-
tar y usa menos esfuerzo de control. o

La idea del ejemplo anterior es ilustrar que la teoria de linealizacién por realimentaciéon
da una herramienta muy valiosa para representar al sistema en una forma en la que todos
los términos alineales entran a la ecuacién de estado en el mismo punto en que entra el
control. En el préximo capitulo vamos a ver técnicas que explotan esta estructura. La misma
estructura permite que se puedan cancelar las alinealidades por realimentacién, pero, no
hay que perder de vista, dado el ejemplo anterior, que esta no siempre es la alternativa més
adecuada.

9.3.3. Regulaci 6n con Acci 6n Integral

Usando el esquema de la secciéon anterior — linealizacién exacta por realimentacioén
mas disefio de una ganancia de realimentacion de estados lineal — podemos disefiar un
sistema para regular la salida y a un valor constante de referencia yg, como se muestra en
la Figura P.3. La ganancia estatica N = —[C(A + BK) 'B| ! sirve, como en el caso lineal,
para compensar el error estdtico de seguimiento.

U A

Figura 9.3: Esquema de regulacion via linealizacién exacta

Como en el caso lineal, también podemos agregar accién integral al esquema de la Fi-
gura P.3 para lograr regulacién de la salida en forma robusta. Consideramos el sistema
mono-entrada mono-salida, linealizable entrada-salida, y representado en la forma normal

®.26)

f] :fO(nlé)

. 1

E= Al + ch[u — o(x)]
y = CE.

Sin pérdida de generalidad, asumimos que fy(0,0) = 0. Pretendemos disefiar un control
de forma que la salida y siga en forma asintética una referencia constante yz usando accién
integral para preservar regulacién atiin en presencia de incertidumbres paramétricas.
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Ademas de asumir que el vector de estados es medible, suponemos que la salida es
también fisicamente medible — no es suficiente calcular y de x usando y = h(x), ya que si
hubiera incertidumbres en /1 podriamos perder la regulacién.

Integramos entonces el error de seguimiento e = y — yg aumentando el sistema con el
integrador ¢ = e, obteniendo

i1 = fo(n, e+ Vr)

, 1
éa - Aéa + B@[” - (X(X)],
donde
Yr
A, 0 B. 0
A:|:Cc O:|/ B:|:O:|’ yR: ’ ezg_er Y E»a:|:§_:|
0

rx1

Notar que el agregado de la ecuacién de ¢ no modifica la estructura de la forma normal. El
par de matrices aumentadas (.4, B) es controlable, como puede verificarse, y por lo tanto
podemos calcular una matriz K tal que A + BK sea Hurwitz, procediendo en forma idéntica
a como hicimos en la seccion anterior. Particionando K = [K; K;], donde K; € Ry
K, € R, armamos el control

u=o(x) + B(x){Ki[T2(x) — Vr| + Kz0},

que da el lazo cerrado

ﬂ :fO(n/e+yR)
éa = (-/4+ BK)Ea

El esquema de regulacién con accién integral se representa en la Figura P.4.

YR

— 0 o

o

Figura 9.4: Regulador con accion integral via linealizacién por realimentacion

Para sistemas de minima fase, la ecuaciéon 11 = fy(n,e + Vr) es localmente ISS y el
control calculado resuelve el problema de regulacion local. Una condicion suficiente para
obtener seguimiento global es pedir que el sistema 71 = fy(n, e + Vr) sea ISS.
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