4. Analisis de Sistemas
Realimentados

Panorama: Dados un controlador y una planta conectados
en realimentacion, vamos a plantear y contestar las
siguientes preguntas:

m ;Es el lazo cerrado estable?
m ¢ Cuales son las sensibilidades a distintas perturbaciones?
m ;Cual es el impacto de errores de modelado?

Ademas, introduciremos herramientas de analisis como

m El Lugar de las Raices
m El criterio de estabilidad de Nyquist
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Estructuras de realimentacion

La realimentacion puede tener muchas propiedades desea-
bles, tales como la capacidad de reducir el efecto de pertur-
baciones, disminuir la sensibilidad a errores de modelado, o
estabilizar un sistema inestable.

Sin embargo, es posible también con realimentacion mal apli-
cada inestabilizar un sistema previamente estable, incorporar
oscilaciones en una respuesta previamente suave, 0 generar
alta sensibilidad a ruido de medicion.

Comenzamos el analisis de sistemas en realimentacion con la
estructura de control SISO de la Figura 1, llamada de un gra-
do de libertad , pues hay solo una transferencia modificable
para alcanzar los objetivos deseados: la del controlador K(s).
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Inicialmente analizaremos el lazo nominal , 0 sea, el formado
con el modelo nominal de la planta G,(s). Mas tarde vere-
mos el efecto de considerar errores de modelado.
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Figura 1: Sistema de control de un grado de libertad

Usamos funciones transferencia y transformadas Laplace pa-
ra describir las relaciones entre las sefiales en el lazo: la en-
trada de referencia R(s), las perturbaciones D;(s),D(S),Dmn(S),
el estado inicial de la planta x,, la salida Y(s) y el control U (s).
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En particular, K(s) y G,(s) representan las funciones transfe-
rencia del controlador y el modelo nominal de la planta, que
pueden representarse en forma racional en la forma

P(s) By(S)
(1) K(s)=——=, G,(S) = .
RARTOHIC A W

Tomamos como salidas de interés en el lazo la salida per-

turbada de la planta, Y(s), y la sefial de control U(s), que se
relacionan a las entradas a traves de las ecuaciones

@) U = 1o s |RO~Dn(9) - Gol9D )~ o
) Y9~ 116 gk | oK (RS~ Dn(9) + Dul

£ Gy(S)D\(S) f,ij’g;’)]
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Funciones de sensibilidad nominales

T (S) _ GO(S)K(S) _ BO(S)P(S)
ST 14+ Gy(9)K(s)  Ag(S)L(S) + By(S)P(S)
S—— L AL
1+Gy(s)K(s)  Ag(S)L(s) +By(s)P(s)
RO By(S)L(S)
(9 = TG, (9K(9 ~ AIL(S) + Bo(9P(S
s9-— K& APO
° 1+ Gy(s)K(s)  Ag(s)L(s) +By(s)P(s)
To(s):  Funcion de sensibilidad complementaria
S(s):  Funcion de sensibilidad
So(s): Funcion de sensibilidad a perturbacion de entrada

. Funcion de sensi

llidad de control
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Las funciones de sensibilidad estan relacionadas algebraica-
mente:

@) S(9) +To(s) = 1
5 So(5) = $(510(5) = 1210
©) S0(9) = HOK(S = 22

Con las funciones de sensibilidad y bajo condiciones iniciales
nulas, (2) y (3) pueden expresarse en la forma compacta

(7)

[GO(S)K(S) Go(s) 1 —Gy(s)K(9)] [ R(s)

[Y(S)] L K(g)  —Gy(sg)K(s) —K(s)  —K(s) Di(s)
U(s)] 1+ Gy(s)K(s) Do((s))
Dm(S
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Estabilidad de lazo cerrado en base al
Polinomio Caracteristico

Lazo nominal es el resultante de conectar un controlador al
modelo nominal de la planta.

Estabilidad interna. Decimos que el lazo nominal es interna-
mente estable si las ocho funciones transferencia en (7) son
estables.

Esta definicion es equivalente a pedir que todas las sefia-
les en el lazo sean acotadas para cada conjunto de entradas
r(t),d(t),do(t) y dm(t) acotadas.
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Teorema. [Estabilidad interna nominal] Dado el lazo ce-
rrado de la Figura 1 con el controlador y modelo definidos
por (1). Entonces el lazo cerrado es internamente estable si
y soOlo si todas las raices de la ecuacion caracteristica a lazo
cerrado

(8) Ag(S)L(S) +By(S)P(s) =0
tienen parte real negativa. []

La idea de estabilidad interna implica mas que la estabilidad
de la referencia a la salida. Ademas se requiere que no haya
cancelaciones de polos inestables entre planta y controlador.

La ecuacion caracteristica (8) es de la forma p(s) = 0, donde
p(s) es el polinomio caracteristico  del lazo cerrado.



CAUT1 clase 5 8

Ejemplo 1. Dadas

3 542
sid)( stz &=—g—

Gy(s) =

puede verse que la funcion de sensibilidad complementaria

nominal
3

T R+4s+3
es estable. Sin embargo, la sensibilidad a perturbacidon de en-
trada nominal

To(S)

3s
(—s+2)(s*+4s+3)

So(s) —

es inestable. Por el Teorema de estabilidad interna nominal,
el lazo cerrado no es internamente estable, ya que Ay(S)L(S) +
By(s)P(S) = (—S+2)(s*+4s+ 3). ]
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Estabilidad y analisis polinomial

Consideremos el polinomio p(s) definido por
9) p(s)=s"+a, 8+ ---+a5s+3a, dondea R

El problema a estudiar es determinar si p(s) tiene alguna raiz
con parte real no negativa. Obviamente, podemos responder
a esta cuestion calculando las n raices de p(s). Sin embargo,
en muchas aplicaciones interesa estudiar la relacion entre la
posicion de las raices y ciertos coeficientes del polinomio.

Polinomio Hurwitz. Los polinomios que tienen todas sus rai-
ces con parte real negativa se dicen polinomios Hurwitz.
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Algunas propiedades polinomiales de interes:

Propiedad 1 El coeficiente a, , satisface
n
a, 1=— Z)Li, donde A, A,..., 4, son las raices de p(s).
=

Propiedad 2 El coeficiente a, satisface
n

=(-1)"[1A.

2 []*

Propiedad 3 Sitodas las raices de p(s) tienen parte real ne-
gativa, entonces necesariamente a > 0,i € {0,1,...,n—1}.

Propiedad 4 Si cualquiera de los coeficientes del polinomio
es no positivo (negativo o cero), entonces al menos una de
las raices tiene parte real no negativa.
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El criterio de Routh-Hurwitz

Es uno de los métodos mas usados para determinar si un
polinomio es Hurwitz o no basandose en sus coeficientes. Es
particularmente util para polinomios de grado elevado.

El procedimiento es el siguiente:

1. Escribir el polinomio en la forma

a,s' +a, 8"t +a,s ?+ - +a, ;S+an

2. Sl cualquiera de los coeficientes es cero o negativo y al
menos uno de los coeficientes positivo, entonces existe al
Menos una raiz que es imaginaria o tiene parte real positiva
(el polinomio no es Hurwitz).
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3. Sitodos los coeficientes son positivos, ordenarlos en filas y
columnas segun el siguiente arreglo numeérico,

SR
st a
2 p,
3 ¢

g d,

S §

L f,

A
A5
b

C3

conb, = alaz_aOaS’ b, = 43,385

A 1
con Cl — bla3_alb2 C, = bla5_a1b3

bl ’ 2 bl 9 o o

El criterio de Routh-Hurwitz establece que el numero de rai-
ces con parte real positiva es igual al nUmero de cambios
de signo en la primera columna de la tabla. Un polinomio
Hurwitz tiene todos sus coeficientes, y tambien todos los
terminos de la primera columna de la tabla, positivos.

a g oo
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Lugar de las raices

A menudo en un problema de diseno es necesario tener un
esbozo rapido del comportamiento a lazo cerrado del sistema.
Este es el tipo de informacidon que da el Lugar de las Raices.

El Lugar de las Raices permite examinar la ubicacion de las
raices del polinomio caracteristico en funcion de un paramen-
tro variable (una ganancia, un cero del controlador, etc).

Consideremos la ecuacion

M(s) [ita(s—c)
(10) 1+AF(s)=0 donde F(s)=—== :
” = D9 " Nus—py
donde A > 0y M(s),D(s) tienen grados m,n respectivamen-
te. La solucion del problema del lugar de las raices requiere
encontrar todos los puntos del plano complejo que son solu-
ciones de (10) para todos los valores de A.
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Pasos para construir a mano el LR !

Hay 7 pasos para construir el LR:

Dibujar los polos y ceros de F(s) (lazo abierto).
Dibujar la parte del LR sobre el eje real.
Determinar el centroide y esbozar las asintotas .
Determinar los puntos de bifurcacion.

Determinar los angulos de salida/llegada.
Calcular los cruces con el eje imaginario.

Dibujar el resto del LR.

Solo es necesario dibujar el LR en el semiplano superior al eje
real, ya que el LR es siempre simétrico respecto del mismo.

lEsta seccion esta basada en las clases on-line del Dept. of Mechanical Engineering
del MIT http://www-me.mit.edu/Lectures/RLocus/3-goals.html
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Vamos a ir viendo la aplicacion de las reglas sobre un ejemplo.
Consideramos la funcion transferencia

(s+3) 100
£ +4s+5’ olS) (s—0,5)(s+4)’

donde K(s) representa un controlador y G,(s) el modelo nomi-
nal de la planta.

Estudiaremos el LR de 1+ AF(s), que representa los polos
del lazo cerrado nominal formado con K(s) y G,(s) para dis-
tintos valores de A, que representa en este caso la ganancia
variable del controlador.
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1. Dibujar los polos y ceros a lazo abierto

42

Como el LR representa la posi-
cion de los polos a lazo cerrado
O x—— a medida que A varia, comenza-
mos con los polos de lazo abierto,
gue corresponden a A = 0.

Cada linea en el LR empieza en un polo de lazo abierto (A =0)
y termina en un cero a lazo abierto (A — ).

Si el sistema a lazo abierto tiene mas polos que ceros, algu-
nas de las ramas del LR terminan en (ceros en) infinito.
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2. Dibujar la parte del LR sobre el gje real.

Muchos LR tienen partes so-
bre el eje real. Las porciones
X e O it X+ del eje real que pertenecen al
LR se determinan segun la si-
guiente regla:

Si hay un numero impar de polos y ceros a lazo abierto a
la derecha de un punto en el eje real, entonces el punto
pertenece al LR.
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3. Determinar el centroide y esbozar las asintotas .

L as asintotas indican a donde

7 tenderan los polos a medida
9 | gue la ganancia tiende a infi-
nito.
X O X+ Para sistemas con mas polos

gue ceros, el numero de asin-
totas es igual al grado relativo
n—m (numero de polos menos
numero de ceros).

En algunos sistemas no hay asintotas; cuando el grado relati-
vo es 0, toda rama del LR termina en un cero (finito).

Las asintotas son simetricas respecto al eje real, y parten de
un punto o definido por las magnitudes relativas de los polos
y ceros a lazo abierto. Este punto es el centroide .
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El centroide se obtiene con la formula

0

_ YitaPi— Yit G

n—m

Los angulos de las asintotas son n,, 1.,

..., Nn_m» dados por

Ny =

(2k—1)m
n-m °

k=12,...

,n—m.
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4. Determinar los puntos de bifurcacion.

Los puntos de bifurcacion se
producen donde dos o mas
X 1 ramas del LR se encuentran
y luego divergen. Aunque es
mas comun encontrarlos sobre
x el eje real, pueden ocurrir en
cualquier parte del plano com-
plejo.

Los puntos de bifurcacion son puntos donde se da un polo
multiple para algun valor de A.

La forma mas simple de encontrarlos es por prueba y error
reemplazando valores de s en un entorno del posible punto
de bifurcacion en la ecuacion caracteristica, dependiente de
A, hasta encontrar un minimo.
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Para un calculo mas preciso, dada la ecuacion del LR

M(s) _
1+7L@ =0,

los puntos de bifurcacion pueden calcularse de la ecuacion

dA  D(s)M'(s) —D'(s)M(s)
ds D2(s)

=0.

Si A es real y positivo en algun valor de s que satisfaga esta
ecuacion, entonces el punto es un punto de bifurcacion.

Siempre hay un numero par de ramas en un entorno de un
punto de bifurcacidn, ya que por cada rama que entra al punto
de bifurcacion debe haber una que salga de él.
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5. Determinar los angulos de salida/llegada.

Los angulos de salida/llegada

T en qué direccion se mueven

_ las raices a medida que A va

N de 0 a « (salida en los polos

Xt Bt e x—~  a lazo abierto; llegada en los

/ ceros de lazo abierto). Se cal-

culan se calculan en c/u de los

polos y ceros complejos a lazo
abierto.

Angulo de salida: En cada polo complejo sumar los angulos
0. desde los ceros al polo, luego restar los angulos ¢, desde
los otros polos al mismo:

m n—-1
Op = 18G+i;9i — ;(pi .
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Angulo de llegada: En cada cero, sumar los angulos ¢. desde
los polos al cero, y restar los angulos 6, desde los otros ceros

al mismo: .
m n—
o, =180 - 6.+ ) 0.
: 2,072, %

Por convencion, los angulos de salida/llegada se miden en
relacion al eje real, de modo que el eje real es 0.

xﬁan ! Los polos y ceros reales
siempre tendran angulos de
woopopeoa GGk s salida/llegada de O° o 180,
pe debido a la simetria de las
raices complejas.
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6. Calcular los cruces con el eje imaginario.

L Los puntos de cruce con el gje
Imaginario marcan valores de
X I A para los que el sistema a la-

z0o cerrado es marginalmente
estable . El lazo cerrado sera
X iInestable para valores de A pa-
ra los que el LR esta en el se-
| miplano derecho de C.

No todo LR intersecta el eje jw, por lo que primero hay que
determinar, si es posible, si definitivamente se cruza el eje (por
ejemplo, cuando hay mas de dos asintotas), o si hay buenas
chances de que se cruce (por ejemplo, si hay polos o ceros
cerca del eje jo y los angulos de salida/llegada indican que
podria haber un cruce).
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Hay tres formas de encontrar los cruces del eje jw:

= Por prueba y error, buscando los puntos del eje jow donde
la fase de F(jw) es 180.

m Por el criterio de Routh-Hurwitz, determinando el valor de
A que hace al lazo cerrado inestable (y luego el correspon-
diente valor de s= jw).

m Planteando la ecuacion caracteristica en s= o, igualando
parte real e imaginaria a cero, y luego resolviendo los valo-
resde A y w.

Cual metodo debe usarse depende de cuan precisamente de-
ban conocerse los puntos de cruce.
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7. Dibujar el resto del LR.

i Para finalizar el LR comenza-
mos de los polos a lazo abier-
X I to, conectando las porciones
\ _ en el eje real, los puntos de
:/ | bifurcacién, los cruces del eje
v Imaginario, terminando en los
ceros finitos, o bien hacia infi-
A nito siguiendo las asintotas.

En general, los ceros tienden a «atraer» las ramas del LR,
mientras que los polos las «repelenx».

El conocimiento del LR exacto solo es necesario cerca del gje
Jo, 0 en regiones donde se necesite particular conocimien-
to detallado del comportamiento del sistema. Las funciones
rlocus yritool de MATLAB calculan el LR exacto.



