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Como sabemos, existen muchos métodos para disefio de controladores de diferente tipo. Teniendo
en cuenta esto, quisiéramos saber si es posible encontrar una forma sencilla de especificar todos los
controladores que, por lo menos, estabilicen un sistema dado. En este apunte veremos una forma
bastante simple de describir todos los controladores que estabilizan tanto un lazo abierto estable
como una planta lineal inestable. Esto conduce a una parametrizacién afin de todas las funciones de
sensibilidad nominales posibles. Las principales ideas de este apunte incluyen:

e motivacion para la parametrizacion afin y la idea de inversién a lazo abierto

e parametrizacién afin y Modelo Interno de Control

e parametrizacion afin y especificaciones de disefio

ajuste de PID utilizando parametrizacién afin

lador Smith

e interpolacion para eliminar polos no deseados a lazo abierto

control de plantas con retardo temporales y parametrizacién afin. Conexiones con el contro-

Este apunte es una sintesis y traduccién del Capitulo 15 del libro Control System Design de G.
Goodwin, S. Graebe y M. Salgado [1].
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2 Revisi 6n de Inversi 6n a Lazo Abierto

Serd conveniente desarrollar una idea alternativa del problema de disefio de control para la que
remarcaremos la nocién de la inversién del modelo de la planta, para disefiar un controlador.

A lazo abierto, la entrada de control, U(s), puede ser generada de la sefial de referencia, R(s),
por la funcién transferencia Q(s). Esto lleva a una funcién transferencia del tipo

To(s) = Go(s)Q(s)- (2.1)

Esta ecuacién es la base de la parametrizacion afin tratada en este apunte y donde se deduce
la importancia de que la planta sea inversible, ya que T(jw) serd 1 solo para aquellas frecuencias
donde Q(jw) invierte al modelo.

Por otro lado, con un controlador convencional con realimentacion, K(s), la funcién de transfe-
rencia a lazo cerrado es

To(s) = < Go(s)K(s)
+ Go(s)K(s)
La expresion anterior es no lineal con respecto a K(s). Por lo que la idea es entonces conse-
guir mantener la simpleza de la ecuacion (2.1) en una forma mads general para realimentacién. Si
pudiéramos elegir K(s) de forma tal que (2.1) sea igual a (2.2), resulta que

(2.2)

K(s)
§) = ———F2 -
Q(s) 1+ Go(s)K(s)
Esta serd la idea que seguiremos en este apunte. Para el disefio de Q(s) nos basaremos en la idea
de inversién en (2.1) y luego usaremos (2.3) para determinar los valores correspondientes de K(s).

(2.3)

3 Parametrizaci 6n Afin. Caso Estable

3.1 La parametrizaci 6n

Nuestro punto de partida serd la relacion (2.3) entre Q(s) y K(s). Podemos invertir esta relacion
para expresar K(s) en funcién de Q(s) y Go(s),
Q(s)
K(s) = ——~F- 3.1
S EEE .
Dicha ecuacién es conocida como la parametrizaciéon de Youla de todos los controladores esta-
bilizadores y para todas las plantas estables.

Lema 1 (Parametrizacién afin para sistemas estables). Consideremos una planta con su modelo
nominal estable, Gy(s) controlado en una arquitectura de realimentaciéon de un grado de libertad
con un controlador propio. El lazo nominal de la figura es internamente estable si y solo si Q(s)
es cualquier funcién transferencia estable y propia cuando la funcién transferencia del controlador
K(s) es parametrizada como en (3.1).

Demostracion. Primero escribimos las cuatro funciones de sensibilidad definidas anteriormente uti-
lizando la ecuacién (3.1)

To(s) = Q(s)Go(s) (3.2)
So(s) = 1—Q(s)Go(s) (33)
Sio(s) = [1 = Q(s)Go(s)]Go(s) (3.4)
Suo(s) = Q(s) (35)

Por hipétesis el modelo nominal de la planta Gy(s) es estable, por lo que Q(s) es necesaria-
mente estable para estabilidad interna (de la tltima ecuacién). Observando todas las ecuaciones de
sensibilidad, se observa que la condicion de estabilidad de Q(s) es, ademas suficiente. g
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O— Q(s) + O Planta |—O

Figura 1: Parametrizaciéon de Youla de todos los controladores para plantas estables

3.2 Consideraciones de Dise ho

De las ecuaciones (3.2) a la (3.5), vemos que con la eleccién de Q(s) podemos construir una de
las cuatro funciones de sensibilidad. Las tres restantes quedardn especificadas con esta eleccién.
Tomemos como objetivo seleccionar Sy(s). Una la condicién tipica es que |So(jw)| sea pequefio para
bajas frecuencias y luego tender a 1 para altas frecuencias y | Ty (jw)| decrezca para altas frecuencias,
lo que es normalmente requerido para asegurarse que ruido de alta frecuencia sea rechazado por el
lazo de control y para proveer robustez al modelado de errores.

Bajo estas condiciones, una eleccién razonable para Q(s) puede ser

Q(s) = Fg(s)[Go(s)] ", (3.6)

donde [Gy(s)] ! es exactamente la inversa del modelo de la planta, Go(s). La funcién transferencia
Fq(s) es la responsable del disefio del controlador, la que deberemos acomodar para que satisfaga
consideraciones de disefio. En particular detallaremos las siguientes:

e ceros de fase no minima

grado relativo del modelo

rechazo de perturbaciones

esfuerzo de control

robustez

3.3 Ceros de No Minima Fase (NMF)

Recordemos que dada Gy (s) estable, entonces solo se necesita que Q(s) sea estable para asegurar es-
tabilidad a lazo cerrado. Esto implica que si Gy(s) tiene ceros NME, éstos no pueden estar incluidos
en [Go(s)] ! en la ecuacion (3.6). En estos casos reemplazaremos la ecuacién (3.6) por

Q(s) = Fo(s)Go(s), (37)
donde Gyi(s) es una aproximacion estable de [Go(s)]~!. Por ejemplo, si factorizamos Go(s) como
- BOE(S)BOn(S)
Go (S) = Ao (S)

donde By, (s) y Box(s) son los factores estables y no estables del numerador, respectivamente, con
Box(0) = 1, entonces una eleccién de G{(s) podria ser

_ Ap(s)

Go(s) = Boc(s)”

(3.8)
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3.4 Grado Relativo del Modelo

Para obtener un controlador propio es necesario que Q(s) sea propia. Por eso, observando (3.7) y
(3.8), es necesario que la forma del filtro, F(s), tenga grado relativo por lo menos igual al negativo
de [G)(s)] 1. Conceptualmente, esto puede ser posible incluyendo factores del tipo(ts + 1)" (1 €
R) en el denominador. De modo que 1, es elegido para hacer que Q(s) sea por lo menos bipropia,
y T deberia ser elegida para satisfacer compromisos en el disefio.

3.5 Rechazo de Perturbaciones

(a) Errores en el Régimen Permanante

Los errores en el régimen permanente causados por perturbaciones en la entrada y en la sa-
lida pueden reducirse a cero si Q(jw) es exactamente la inversa de Go(jw) en todas las ban-
das de frecuencias donde las perturbaciones de entrada y/o salida tienen energia significativa.
La parametrizacién afin puede ser generalizada para incluir el caso cuando las energias de la
perturbacion de entrada y salida estdn concentradas en una determinada frecuencia conocida.
Especificamente, tenemos de

Q(s)

K(s) = W, (3.9)

que el controlador tiene accién integral si Q(0) = [Go(0)] 1.
Lema 2. Dado un modelo estable Gy(s) con perturbaciones (entrada y/o salida) en la frecuencia
cero. Un lazo de un grado de libertad, con error de seguimiento nulo en el régimen permanente,

es estable si y s6lo si el controlador K(s) puede ser expresado como en la ecuacién (3.9) donde
Q(s) satisface

Q(s) = sQ(s) + [Go(0)] 1 Qul(s), (3.10)

donde Q(s) es cualquier funcién de transferencia estable, y Q,(s) es cualquier funcién de trans-
ferencia estable que satisface Q,(0) = 1.

Demostracion.

<) Vemos que si Q(s) y Qa(s) son estables, entonces Q(s) lo es también y esto implica que el
lazo es estable. También vemos que (3.10) implica que K(s) contiene un integrador.

=) Consideremos un controlador que estabiliza el modelo a lazo cerrado y con error en el
régimen permanente igual a cero para w = 0. Esto equivale a decir que la funcién de
sensibilidad complementaria es igual a 1 para w = 0. De la ecuacién (3.2) vemos que esto
es equivalente a tener Q(0) — [Go(0)] ! = 0, es decir que Q(s) — [Go(0)] ! es una funcién
arbitrariamente estable que tiene un cero en s = 0. Dicha funcién se podrd escribir como

Q(s)—[co<o>]1=s[Q<s>+Qb(‘°‘)] donde  Qy(0) = 0.

S

Esta ecuacién muestra que cualquier Q(s) que de error cero en el régimen permanente para
referencias constantes y/o perturbaciones, puede ser escrito como

Q(s) =5Q(s) + [Go(0)] '[1+ Go(s)Qu(s)] ~ donde  Qy(0) =0.

Por lo que Q4 (s) = 1+ Go(s)Qu(s).

Nota 1. Observemos que la eleccién mds simple en (3.10) serd Q,(s) = 1.
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(b)

Lema 3. Dado un modelo estable Gy(s) y supongamos que las perturbaciones de entrada tienen
componentes de frecuencia en wi, wy, ..., w;. Un lazo de control de un grado de libertad pro-
duce un error de seguimiento en régimen permanente igual a cero si, y solo si, el controlador
K(s) puede ser expresado de la forma (3.9) donde Q(s) satisface

No(s) _ Ni(s) Mlizy (5 + @w}) + Na(s)
Do(s) Do(s) '
donde Ng(s), N1(s), Na(s) y Dg(s) son polinomios reales en s con D (s) estable y

Q(s) =

Ny (jw) = Do(jw;)[Go(jw;)]”"  donde i=1,2,...,1.

Nota 2. Notemos que en (3), una posible eleccién para Ny(s) es

_ 2 -1 s — jawy

Na(s) = Dq(s) 5 (tjew: + 1)~ [Go(jew:)]

- . 7
=1 keQyy; IV JWk

donde T > 0, wyy; = —w;parai =1,2,...,; Q = {1,2,...,21} — {i} y Dg(s) = Dp(s)(7s +
1)2l71'

Entonces podemos parametrizar Q(s) como

)

_ 2 1
Q) = Q[ (*+ o) + 3 [Go(jw))”

=1

s — jwg
keQy i Ji = JWrk
Compromisos de Rechazos de Perturbaciones

Si nos centralizamos en las perturbaciones y ruido solamente, vimos que la respuesta de salida
nominal en funcién de las funciones de sensibilidad, viene dada por

Yo(s) = — To(s)Dyu(s) + So(s)Do(s) + Sio(s)D;(s)
= —Q(s)Go(s5)Du(s) + (1 — Q(s)Go(s)) Do(s) + (1 — Q(s)Go(s)) Go(s) Di(s).

Con la eleccién de (3.7) y (3.8), obtenemos

Yo(s) = — (Fo(s)Bon(s)) Du(s) + (1 — Fo(s)Bon(s)) Do(s)
+ (1 — FQ(S)Bon (S)) Go(S)Di(S).

Un compromiso mads sutil hay entre Dy y D;. Podemos usar Fp(s) para cancelar cualquier polo
deseado a lazo abierto en S;(s), pero esos polos necesariamente aparecen como ceros de Sp.(en
el capitulo 9.6.2)

Ejemplo 1 (Planta de fase no minima). Sea un lazo de control de un grado de libertad donde el modelo
de la planta nominal viene dado por

—s+4+2

G = i)

Supongamos que hay perturbaciones a las salida, sin cambios abruptos. El ruido de medicion es una sefial
con energia significativa solo para frecuencias menores a 5[rad/seg].

Disefiar un controlador K(s) utilizando la parametrizacion afin, de forma tal que la salida del controlador
u(t) no contenga componentes de ruido significativos.
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Solucién.
Considerando solo la naturaleza de las perturbaciones de salida, necesitamos que:
e El controlador incluya un integrador, que Q(0) = [Go(0)] !, para asegurar que el error en
régimen permanente sea cero.
¢ El ancho de banda a lazo cerrado debe ser lo mds amplia posible para compensar pertur-

baciones répidas.

El ruido requiere que w, = 5[rad/seg|. La componente del ruido en la salida del controlador,
viene dada por (3.5), por lo que F(s) debe ser un filtro pasa-bajo con una frecuencia de corte
w; = 5[rad/seg| que elegimos un filtro Butteworth de 4° orden. Los coeficientes de Fy(s) los
obtenemos con MATLAB de la siguiente forma

[B,A]=butter(4, 5,'s");

B=20 0 0 0 625.0000
A =1.0000 13.0656  85.3553 326.6407 625.0000

625
F = 3.11
als) s* +13.0656s3 + 85.3553s2 + 326.6407s + 625 (3-11)
de (3.8) obtenemos que G (s) = (s + 2)(s + 1) y reemplazando en (3.7) tenemos que
625(s +2)(s+1)
=F, M(s) = . 3.12
Q(s) = Fol)60(8) = 13 06565 + 85.3553s + 326.64075 + 625 (12
2 2 1
K(s) = Q(s) B 625(s+2)(s +1) (3.13)

T 1-Q(s)Go(s)  s*+ 13.06565° + 85.3553s% + 951.64075 — 625

3.6 Esfuerzo de Control

De la funcién de sensibilidad So(s) =1 — Q(s)Go(s), vemos que si Sg = 0 para una frecuencia dada,
entonces QGy = 1, lo que implica ganancia infinita en el controlador K(s) a la misma frecuencia. Por
ejemplo, tomemos una planta de fase minima, podemos elegir G/\(s) = G, ' (s). Entonces tenemos

_ Fo(s)Gi(s)
K(s) = ToE(s) (3.14)
Si elegimos
1

Fo(s) = 1 (ws—1)" (3.15)

la ganancia del controlador a alta frecuencia, Ky, Fy la ganancia del modelo a alta frecuencia, Keaf,
estdn relacionadas de la siguiente forma

1
Kcaf = Tr.Kgaf .

(3.16)

Asi, si hacemos Fg(s) mds rapido, (mds pequefio), K. s crece. Lo que implica que la energia de
control crece. Esta consecuencia puede ser apreciada del hecho que, bajo la suposicién de que Gy(s)
es minima fase y estable, tenemos que

[Go(s)] !

Su0<s) = Q(S) = (TS ¥+ 1),» : (317)
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3.7 Robustez

Eligiendo Q(s) como en (3.7), tenemos que Ty(s) = Fg(s)Box(s). Asi, el pedido de ser robusto puede
ser satisfecho si Fo(s) disminuye la ganancia de To(w;) en frecuencias altas. Esto es alcanzado
eligiendo en forma apropiada los polos de Fy(s). Claro que, reduciendo |To(w;)| a un valor < 1
para alguna frecuencia, necesariamente significa que Sy(s) tiende a 1 para frecuencias més grandes
que las misma.

3.8 Eleccion de Q. Resumen para los Casos de Polos Estable a Lazo Cerrado.

Hemos visto que una eleccién de Q(s) es simplemente la inversa de la funcién transferencia de la
planta alazo abierto. Esta solucién “ideal” necesita ser modificada para tener en cuenta:

e Ceros no-minima fase. Como la estabilidad interna previene la cancelacién de estos ceros,
estos aparecerdn en Ty(s). Lo que implica que la ganancia de Q(s) debera ser reducida a estas
frecuencias para evitar la degradacién de la respuesta transitoria [Ver transparencias de la
Clase 12: Limitaciones Fundamentales de Disefio].

e Grado relativo. Los polos en exceso en el modelo fijardn necesariamente una cota inferior
para el grado relativo de Ty(s), ya que Q(s) debe ser propia para asegurar que el controlador
K(s) sea propio.

e Compromiso de perturbaciones. Cuando Ty(s) empieza a decaer para satisfacer el rechazo
del ruido de medicién, necesariamente aumentamos sensibilidad de las perturbaciones de
salida a esa frecuencia. También, los polos lentos a lazo abierto deben aparecer como polos
tanto en Sjp(s) o como ceros de Sy(s), y en ambos casos hay un costo en el desempefio.

¢ Energia de control. Todas las plantas son tipicamente pasa-bajos tipicos. Por lo tanto, el hacer
Q(s) cercana a una inversa de la planta le da caracteristica pasa-altos, que puede llevar a
grandes valores de la sefial de control y consiguiente saturacion de actuadores.

e Robustez. Los errores de modelado son significativos a altas frecuencias, por lo que para
mantener robustez es necesario atenuar Ty, y por lo tanto también Q, a estas frecuencias.

4 Sintesis del PID utilizando la Parametrizaci 6n Afin

En esta parte veremos una aplicacién de la parametrizacion afin utilizdndola para desarrollar estra-
tegias de ajuste para controladores PI y PID cuando todos los polos son estables.

Ese disefio del PID es posible seleccionando Q(s), no es sorpresa desde ya que (3.1) cubre todos
los controladores para una planta estable a lazo abierto y debe incluir la arquitectura del PID cuando
sea aplicado a una planta estable.

4.1 Modelos de planta para Control PID

Consideremos los siguientes modelos de plantas
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K
Go(s) = oS i 1 primer orden 4.1)
K —STp
Go(s) = v(;)se+ 1 primer orden con retardo temporal 4.2)
K
Go(s) = 0 3 2 grados relativos resonantes (4.3)
s2 4 2¢pwos + w}
K 1
Go(s) = o(bos +1) ;bp >0 1 grado relativo (4.4)
2 4+ 2¢pwos + wj
Ko(—bos +1)

Go(s) =

= ;0o >0 no minima fase 4.5
s2 4 2¢pwos + w§ 0 (45)

Los coeficientes de los modelos anteriores se asumen positivos.

4.2 Modelos de Primer Orden

Consideremos el modelo (4.1). Como no tiene ceros inestables, el modelo es exactamente inversible,
elijamos

Ghs) = [Golo)) 1 = 52
Ko
Para que Q(s) sea bipropia, Fg(s) debera tener grado relativo 1,
1
E, =
als) as+1
Asi,
_ iy vos+1
Q(S) - FQ(S)GO(S) - KO((XS _|_ 1)’ (4'6)
y el controlador (3.1) queda
K(s) = Q(S), _ws+1l v n 1 ’
1—Q(s)Gj(s) Koas Koax ~ Kpaxs
que es un controlador PI con
Yo Yo
Kp = — K= —. 4.7
P = Ko '~ %o (4.7)

Con estos pardmetros del controlador, la funcién de sensibilidad complementaria nominal que-

da
1

To(s) = QE)Gols) = Fals) = —=.
donde « es un pardmetro ajustable. Para valores de « pequerios, el lazo es mds rdpido, y para valores
de o grandes, el lazo lento. Con este controlador, las perturbaciones de salidas son rechazadas con
la funcién de sensibilidad nominal

as
So(S)—l TO(S)—l FQ(S)— 0&5—{-1'

Una vez mas, eligiendo « pequefio las perturbaciones de salida son rechazadas mas rapido que
para un valor de « grande. Este efecto se puede ver en la Figura 2, donde se muestra la respuesta a
una perturbacién de salida escalén para valores de &« = 0.1,0.5,1.0 y 2.0.

El parametro « no puede ser elegido arbitrariamente pequefio por las limitaciones de los ac-
tuadores y las consideraciones de robustez [Ver las transparencias correspondientes a la Clase 10:
Limitaciones Fundamentales de Disefio]. La relacién (4.7) nos da un método para disefiar un controla-
dor PI ajustando tinicamente un pardmetro, . Mds atn, si la constante de tiempo vy o0 la ganancia Ko
dependieran del tiempo de alguna forma conocida, el controlador podria ser facilmente adaptado,
ya que Kp y K7 en (4.7) son expresiones explicitas expresados en términos de estos valores.
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From: U(1)

Figura 2: Efecto de « en el rechazo de perturbaciones de salida

4.3 Modelos de Segundo Orden

Consideraremos ahora el disefio del controlador PID para modelos de segundo orden. Durante esta
seccién, asumiremos que la planta es medianamente bien amortiguada, es decir para valores del
factor de amortiguamiento mayores que 0.6.

Consideremos un modelo de grado relativo 2, dado por (4.3), como no tiene ceros inestables,
podemos elegir

. _ s2 4+ 2¢ywos + w?
Gh(s) = [Gofs)] ! = TH=HE T

Para asegurar que Q(s) sea bipropia, Fo(s) deberd tener grado relativo 2, entonces elijamos

1

F =
als) xr82 + o5+ 1

(4.8)

Por lo que el controlador con realimentacién unitaria queda dado por

K(s) = Q(s) _ FQ(S)GS(S) _ 52 + 2Cowos -+ wo
1-Q(s)Go(s) 1 —Fpo(s)Gi(s) Ko(cas? + azs)

que es un controlador PID con las siguientes ganancias

20gwopop — w(z) w%
KP = 2 s KI = ’
KO(Xl Kooq
2_»o 2.2
xX1S Cg wox1xp + o5 Wy X
KD = 3 ’ D — —.
Koocl 24}

Si parametrizamos la funcién de sensibilidad complementaria del lazo cerrado en términos de
la frecuencia deseada a lazo cerrado, wy, y el factor de amortiguacién ., podemos elegir

_ 21pcl

7
Wi

1
a0 = —; x1
wlc

quedando

2
Wi

2 + 21y wyes + w?

To(s) = Fo(s)
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Las ganancias en funcién de w. y . resultan

2
Al cwowye — wy

Kp

4_K01[)12C ’
= w%wlc ’
2Koyc
Kp = 47 w? — 4o cwowy + w%/
8K01|b?cwlc
1
= wlcll)lc.

Comparada con las técnicas clédsicas de ajuste de controladores PID, este modelo tiene bastantes
ventajas. En particular, las ganancias del PID, son funciones explicitas del modelo a lazo cerrado
deseado, permitiendo decisiones de compromiso.

Expresiones similares pueden obtenerse para un modelo de grado relativo 1, dado por (4.4),
usando como inversa
1§+ 200wos + W}

N Ko(boS + 1) ’

Go(s) = [Go(s)]

y filtro de grado relativo 1
1

Para modelos de no minima fase, dados por (4.5), una inversa apropiada estd dada por

(4.9)

, s% + 2 % Qowos + w?
Gi(s) = T2 G b f,

ya que el cero inestable no se puede invertir. Para asegurar que Q(s) sea bipropia, debemos elegir
Fq(s) de grado relativo 2, por que (4.8) es una buena eleccion.

El problema aparece en aquellos sistemas de grado relativo 2 levemente amortiguado, es decir
con un valor muy pequefio del factor de amortiguamiento ¢y. El problema es la sensibilidad en
los picos de resonancia, que tienen ganancias grandes para proporciones amortiguadas pequefias.
Esto resulta en una degradacién severa del desemperio hasta para errores pequefios en el modelo
parametrizado, cuando el lazo cerrado estd por debajo de la ubicacién de la resonancia del lazo
abierto. [Para mas detalles ver Seccién 15.4.4 de [1]].

4.4 Modelos con Retardo Temporal utilizando Aproximaci on Pad é

Ahora estudiaremos el caso de un modelo de primer orden con retardo temporal, dado por (4.2). La
dificultad principal en este tipo de sistemas viene por el factor e~*™, que no es inversible ni racional.
Reemplazaremos el factor de retardo por una aproximacién Padé de primer orden dada por

2 — 5T
24519’

eiSTO ~

que reemplazandola en (4.3), obtenemos
(—T()K())S + 2K0
(T()ZJ())S2 + (T() + 200)5 + 2

Como el modelo es estable pero de fase no minima, usaremos una aproximacién de la inversa
dada por

Go(s) =~ Gop(s)=

(Tosvg)s? + (To + 2vg)s + 2
2K, '

i
Gop =
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Una Q(s) bipropia se puede obtener eligiendo Fp(s) de grado relativo 2, es decir,

1
Fo(s) = ———.
als) 82 + o5 + 1
El controlador en realimentacién unitaria estd dado por

Cofs) = — ) Fo(s)Gh,(s)
p 1 —Q(S)GOp(S) Fo(s )G ( 5)Gop(s)
__(movo)s® + (To+2vo)s+2
(2Koaa)s? + (2Koas + T0Kp)s’

(4.10)

que, de acuerdo al Lema 2 en la pagina 10 del apunte de clase "Control PID Clasico”, es un contro-
lador PID con

27900 + 4vgog + Tg + 21900 — 4op

KP = 4K, 2 2
09 + 4K00€1T0 + T K()

_ 2

_ZK()OCl + TQKO,
Kp — (ZK()(Xl + TQK()) (To?]o)(ZKoOQ) (ZKO(Xl + T()K()) (To + 200) + 8K2062

(2Koa + 10Kp)?
=22
201 + 10

Por lo que podriamos escribir las ganancias del controlador en funcién de los coeficientes de la
ecuacion (4.10). De esta forma quedardn escritas en funcién de los parametros del modelo y del
filtro. Lo tan complicado y la naturaleza no lineal de estas expresiones dan una nocién de porque el
método de ajuste més utilizado para modelos con retardo es el de prueba y error.

Otra ventaja de esta expresién explicita, es que los retardos temporales son, frecuentemente,
variantes el tiempo. Este es el caso,por ejemplo, donde el retardo es debido a una velocidad de
transporte que varia con los requerimientos de la produccién. Si esta velocidad se puede medir, el
retado temporal puede ser calculado y las ganancias del PID pueden calcularse.

Una aproximacion alternativa es el controlador de Smith. La ventaja de este controlador frente al
PID, es que evita la aproximacién Padé, esto es una ventaja si el retardo temporal, 79, es comparable
o mayor que la constante de tiempo dominante del lazo cerrado.

5 Parametrizaci 6n Afin para Sistemas con Retardo

Un método cldsico para tratar con retardos puros fue utilizar un compensador de tiempo muerto.
Esta idea fue introducida por Otto Smith en los afios 50. En esta seccién veremos una interpretacion
moderna via parametrizacion afin.

El controlador de Smith estd basado en que el retardo no se puede invertir. La estructura tra-
dicional del controlador de Smith puede ser obtenida del esquema de la Figura 3, que es un caso
particular del esquema general de la Figura 1.

En la Figura 3, el modelo nominal estd dado por el producto del retardo temporal y una funcién
transferencia racional, es decir

Go(s) = e 5"Go(s),
entonces, de (2.2), la funcién de sensibilidad complementaria es
To(s) = e~ Go(s)Q(s). (5.1)

La ecuacion (5.1) sugiere que Q(s) debe ser disefiado considerando solo la parte racional del
modelo, ya que el retardo no puede ser invertido. Para llevar a cabo el disefio, el procedimien-
to y criterio vistos anteriormente pueden ser utilizados. En particular, necesitamos una inversa
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| Controlador . LDi(S) Dy(s)
O

Planta

Figura 3: Controlador de Smith

aproximada (estable, causal y propia) para Go(s). Dado que el retardo no tiene una inversa causal,
buscaremos una inversa para Gy(s), que puede ser directamente como en la ecuacién (3.8), 0 po-
demos usar la idea de realimentacion para generar una inversa estable. Para ello debemos calcular
Q(s) de la siguiente manera
_ K@)

14 K(s)Go(s)

Cuando |K(jw)]| es grande, luego Q(jw) ~ Go(jw)]~*.

Si implementamos Q(s) con la ecuacién (5.2), obtenemos la estructura de la Figura 4, que es la
forma tradicional del controlador de Smith.

Q(s) (5.2)

Planta

\ Controlador . iD"(S)

(€77 = 1)Go(s)

Figura 4: Forma tradicional del controlador de Smith

Ejemplo 2. Consideremos una planta cuyo modelo nominal estd dado por

e—S
Go(s) = %1

Disefie un controlador que de un buen sequimiento a referencias en la banda de frecuencia [0, 1][rad /seg].

Solucién.
Utilizaremos la estructura de la Figura 3, y prestaremos atencién solo a la parte racional del
modelo. Una simple aproximacién es hacer

2s+1
Qls) = s24+1.3s+1’
que lleva a
e*S
To(s)

TS24+ 13s+1
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6 Polos No Deseados a Lazo Cerrado

6.1 Restricciones de Interpolaci 6n

Hasta aqui hemos supuesto que todos los polos de la planta eran estables y asi podrian ser tolerados
en la funcion de sensibilidad de entrada a lazo cerrado, Sjo(s). Habria que hacer una distincién entre
un polo inestable y un polo no deseado. Por ejemplo, un par de polos estables pero que implican una
resonancia de amortiguamiento pequefo, es probablemente no deseado. Supongamos, entonces
que la planta posee polos a lazo cerrado no deseados (incluyendo no estables). La tinica forma de
sacar dichos polos de la funcién de sensibilidad complementaria es eligiendo Q(s) de manera tal
que contenga estos polos como ceros. Esto implica una cancelacién de estos polos en el producto
Q(s)Go(s) y asi de Sp(s) y To(s). Pero los polos no deseado seguirdn apareciendo en la funcién de
sensibilidad de entrada Sjy(s), dependiendo de los ceros de 1 — Q(s)Go(s), es decir de los ceros de
So(s). Para eliminar los polos no deseados de Sj(s) necesitamos asegurar que dichos polos sean
también ceros de [1 — Q(s)Go(s)]. El siguiente lema resume las observaciones anteriores.

Lema 4 (Restricciones de interpolacién para evitar polos no deseados). Consideremos un lazo de
control por realimentacién nominal con un grado de libertad, y supongamos que Gy(s) posee polos
a lazo cerrado no deseado (incluyendo inestable). Entonces:

a) Cada funcién de sensibilidad Ty(s), So(s), Sio(s) ¥ Suo(s) no tendrdn ningtin polo no deseado si
y solo si el controlador K(s) es expresado como en (3.1) donde Q(s) satisface lo siguiente:

(i) Q(s) es estable y propia y posee solo polos deseados.
(ii) Cualquier polo no deseado de Gy(s) son ceros de Q(s) con, por lo menos, la misma multi-
plicidad que Go(s) .
(iii) Cualquier polo no deseado de Gy(s) son ceros de 1 — Q(s)Go(s), con por lo menos la

misma multiplicidad que Gy (s).

b) Cuando las condiciones (ii) y (iii) son satisfechas, todos las cancelaciones de polos y ceros ines-
tables en K(s) inducidas por la ecuacién (3.1) deberdn ser modificadas analiticamente, antes de
la implementacion.

Nota 3. En conexioén con la parte b), habra que diferenciar entre una cancelacioén polo-cero analitica
y una implementada. Consideremos el siguiente ejemplo, con estas tres funciones transferencia
4 4 (—s+2)
Hi(s) = , Hy(s) = —~=~.
A ey () =559

HE) = s

Se observa que H(s) = Hi(s)Ha(s). Sila cancelacion esta hecha antes que la implementacién de
la funcién de transferencia H(s) (cancelacion analitica), no hay problema. Pero, si implementamos
en cascada Hi (s) y Hx(s), aparecerd una inestabilidad interna, ya que la cancelacion aparecera en la
implementacion.

Ejemplo 3. Consideremos un modelo nominal Gy(s) dado por

6
(s+1)(s+6)
Supongamos que la medicion de ruido limita el ancho de banda a w = 10[rad /seg|. Bajo estas condicio-
nes, una posible eleccién de Q(s) es

Go(S) =

(s+1)(s+6)
6 7
y B1 es un coeficiente libre para seleccionar mds adelante.
El grado relativo de Fq(s) se eligié igual a dos para que Q(s) sea bipropia. Como Ty(s) = Fq(s) la
eleccion de Fo(0) = 1 asegura una inversion exacta en w = 0, es decir que K(s) tendrd un polo en el origen.

Bi1s+1
(s2 4+ 14s +100) (s + 10)”

Q(s) = Fo(s) donde  Fg(s) = 1000
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Vemos que el controlador estd dado por

_ Q) _ F)[Ge(s)] !t _ (Bis+1)(s+1)(s+6)
Ks) =1z Q(s)Go(s) Q1 - Pg(s) - 100065(521+ 245 + 240 — 1000831

Supongamos que una cancelacién simple del polo lento en s = —1 en Sy(s) es inadecuada ya que produ-
ciria un polo relativamente lento en Siy(s), que producird una respuesta lenta a perturbaciones de entrada.
Para evitar este resultado, se desea forzar a Q(s) para que s = —1 sea un cero de Sy(s). Para alcanzar esto,
buscamos un valor de By tal que So(—1) = 0 (& To(—1) = Fo(—1) = 1), entonces

1000 217
Fo(—1) = s (1= B1) = 1= By = =
(=) = 7gz (1= A1) =1= A1 = 1555

Observamos que para este valor de 31, el denominador de K(s) puede ser factorizado como 6s(s +23)(s +
1), donde (s + 1) cancela el numerador llevando al controlador a

217s +1
K(s) = (217s +1000)(s + 6)
6s(s +23)
De esta 1iltima ecuacion vemos que solo el polo en s = —6 serd no controlable desde la referencia y

controlable desde las perturbaciones de entrada.

6.2 Revisi 6n de Dise o de PID

Volviendo al disefio de la Seccién 4.2 donde se utilizaba un PI para plantas de primer orden. Encon-
tramos que dicho disefio (basado en cancelaciones de polos a lazo abierto en K(s)) daba un excelente
rechazo a perturbaciones de salida. Recordemos que la repuesta a perturbaciones de entradas Yj(s)
estd dada por

Ya(s) = Sio(s)Di(s),
Sio(s) = So(s)Go(s)-

Desde ahora, cuando cualquier polo de la planta es cancelado en el controlador, éste continuara
siendo controlable desde la perturbacién de entrada, y seguird observable a la salida. La cancelacién
de polos lentos de esta forma tiene un efecto de deterioro en la respuesta.

Lema 5. Considere el modelo de planta de primer orden vista en (4.1) y la arquitectura de control
vista en la Figura 1, donde Q(s) = [Go(s)] ' Fq(s). Luego un controlador PI que no cancela el polo
de la planta es obtenido como

Ky

K(s) =Kp+ 5 con Kp %

2ll)lc(()lcv() -1 2
Sl — y Ki = —=w 1
I‘:O 1 E:O Ic (6 )

donde ;. y . son elegidos para obtener un polinomio caracteristico a lazo cerrado dado por

Ap(s) = (wilc)2 + 21p1c(wilc) +1. 6.2)

Demostracién. Primero parametricemos Fg(s) como

ﬁls +1
Fo(s) = —12 1~
als) xrs2 + o5 + 1

donde, para asegurar que se satisfaga (6.2), elegimos
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Entonces vemos que
(a5 + a1 — B1)s
s +oags+1 7

So(s) =1—Fg(s) =

lleva a que el controlador sea

K(s) = 26) e (61 = (Prs D(wos +1) 63)

o KOS(Wzs + X1 — [31)

Asi, para obtener un controlador PI que saque el polo a lazo abierto de —v; ! de las perturbacio-
nes de entrada, es suficiente que

—af1+1
Fo(—a) = —————— =1.
ol-a) a’ay —aoy +1
Esto lleva a la eleccidon
P /51/
o

a _ 2Yewicvp — 1

0o 0o CUZZC

B1=0o —
Reemplazando en la ecuacién del controlador (6.3), obtenemos

Fo(s) B1o vy 1
K(s) = Gg(s)(lQ— Fols) ok ks

O

El Lema 5, reduce el problema de disefio a la eleccién de un parametro. Para ello, primero
realizamos un escalamiento de tiempo con v, lo que implica una frecuencia de escalamiento de un
factor de [vg] . Si elegimos un factor de amortiguamiento de ¥, = 0.7 y utilizando (6.1) tenemos
que
1.40 — 1) + 02

s(s+1)

donde v es el valor normalizado para wj, y s ha sido también escalado por wj.. De la ecuacién
anterior es evidente que la eleccién de un parametro (w;.) determina el desemperio del lazo. wj. es
una medida del ancho de banda del lazo cerrado, en unidades del ancho de banda del modelo de la
planta, asi se convierte en un parametro ajustable significativo.

Go(5)K(s) = s(

7

6.3 Modelos con Integrador
En esta seccién consideraremos un modelo de primer orden con integrador

_ K
~ s(ves+ 1)

Un integrador es un polo a lazo cerrado no deseado, ademés de inestable y por eso necesitamos
aplicar la metodologia explicada anteriormente (Seccién 6).

Recordando del Lema 4 que la parametrizacion (3.1) sigue siendo vélida, pero Q(s) debe sa-
tisfacer restricciones adicionales de interpolacién. En este caso solo hay dos restricciones, que son
originadas por la presencia del polo en el origen. En particular, la estabilidad interna requiere que
Q(s) y 1 —Q(s)Gop(s) ambos tengan un cero en el origen.

Como el modelo no tiene ceros no deseados, podemos elegir

Go(s) (6.4)

Gy(s) = 75(00;: b,
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que para que Q(s) sea bipropia, Fo(s) debe tener al menos grado relativo 2. Con esta eleccion
Q(s) = Fo(s)Gj(s), satisface uno de las restricciones, Q(0) = 0. La segunda restriccién se satisface
si Fo(s) es tal que Fo(0) = 1. Una eleccién vélida para F(s) es

1

F, =,
Q(S) 06252 +oas+1

que lleva a
Fo()[Go(s)] ™ _ s(uos +1)
1-— FQ(S) K()S((XQS + 061) '

El controlador (6.5), es obtenido después de una cancelacién inestable polo-cero. Esta cancela-
cion debe ser llevada a cabo analiticamente, es decir, antes de la implementacién. Desde el punto de
vista del disefio, el controlador anterior tiene el defecto que no rechaza perturbaciones constantes
de entrada. Esto ocurre debido a que Sjy(s) no tiene un cero en el origen aunque Sy(s) si. Esto es
remediado si, eligiendo Fy(s), la funcién de sensibilidad So(s) es forzada a tener dos polos en el
origen, luego Sjo(s) tendra un cero en el origen. La eleccion mds simple para Fy(s) para obtener
dicho resultado es

K(s) =

(6.5)

Fn (S) oas+1
F Q (S) = = 3 2
Fp(s) a3s®+aps?+ s+ 1
Observemos que los coeficientes de numerador coinciden con los del denominador de la misma
potencia de s. La funcién de sensibilidad resultante es

(6.6)

52(0635 + 0(2)
S =1-—F = ,
(s) als) o383 + os? + s + 1

y la sensibilidad de entrada resulta
K()S(OC3S + 0(2)
(a38% + aps? + 15 + 1) (vgs + 1t)

Ahora las perturbaciones constantes de entrada serdn rechazadas con error nulo en régimen
permanente. El controlador asociado de realimentacion unitaria estd dado por

Sio(s) = So(s)Go(s) =

(’00061)52 + (Z)Q -+ 061)5 +1
KQS(OC3S + 062)

K(s) =

que es una vez mds un controlador PID con

(vo + a1)oy — az

Kp =
KQ“% ’
1
Ky = ,
Kooz
oc%oqvo — a3 V) — 30| + oc%
KD = 2 s
K()OCZ
o3
D = —.
x

Como en los casos anteriores, los pardmetros del PID estan dados explicitamente en términos de
los parametros del modelo con integrador (6.4) y el disefio del filtro (6.6). El filtro es disefiado pri-
mero seleccionando el polinomio caracteristico a lazo cerrado a3s3 + aps? + ays + 1, al que luego se
incluye el cero ays + 1. Un polinomio caracteristico de tercer orden puede ser obtenido combinando
un par de polos complejos conjugados y un polo real, es decir que podemos escribir
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21.l)lc

Wi

1
Fp(s) = (FSZ+ s+1> (aes+1),
Ie

llevando a

2
Fu(s) = <Ws+l)_
C

En general el polo simple real estd ubicado a la misma distancia del origen que el par complejo,
esto es

Xe = —,
Wie
y el factor de amortiguamiento es elegido como ;. = 0.7; asf el filtro de tercer orden, y el contro-
lador PID, estan parametrizados en términos de un simple pardmetro ajustable convenientemente
Wie.
Normalmente, si el sistema real iguala al modelo, la funcién de sensibilidad complementaria
estd dada por F(s). Se puede ver que hay un cero en

Wi

20 = —mr—.
T 2P+ 1

El polinomio caracteristico a lazo cerrado induce un cero que es mds lento (pequefio) cuanto mas
pequefio es wy.; y ceros lentos producen sobrevalor grande. Observar que el sobrevalor producido
por el cero de Fy(s) fue inducido por el deseo de que el error en régimen permanente sea cero en
respuesta a una perturbacién escalén a la entrada de un sistema integrador.

7 Parametrizaci 6n Afin. Caso Inestable

En la dltima seccién encontramos que necesitdbamos restricciones de interpolacién extras sobre
Q(s) para eliminar polos no deseados de la funcién de sensibilidad Sjo(s). Encontramos que era
una tarea tediosa, por lo que ahora nos preguntamos si es posible reparametrizar K(s) de manera tal
que los requisitos dados en el lema 4 se cumplan automaticamente. La respuesta es si y el resultado
estd descripto en el siguiente lema.

Lema 6 (Parametrizacién afin polos a lazo abierto no deseados). Consideremos un lazo de control
de un grado de libertad para una planta con un modelo nominal Gy(s) = i?)—((ss)). Supongamos que
By(s) y Ap(s) son polinomios coprimos y que Go(s) puede tener polos no deseados (incluyendo
polos inestables).

Entonces el lazo cerrado nominal serd internamente estable y todas las funciones de sensibilidad

tendrén solo polos deseados si y solo si K(s) es parametrizada por

P(s Ao (s
P(s) + Qu(s) 0(s)
K(s) = £68) E(s) (7.1)
L(S) . GM(S) Bo(s) 4
(s) E(s)
donde
(a) Qu(s) esuna funcién de transferencia propia y estable con polo deseados.
(b) P(s) y L(s) son polinomios que satisfacen la siguiente ecuacién de asignacién de polos
Ao(s)L(s) + Bo(s)P(s) = E(s)F(s), (7.2)

donde E(s) y F(s) son polinomios de grado apropiado que tienen ceros en la region deseada del
plano complejo, pero son arbitrarios.
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Demostracion. Por simplicidad, supongamos que todos los polos en Ay(s) son no deseados (ver Nota
6 para el caso mas general cuando existe una mezcla de polos). Sin perder generalidad podemos
escribir Q(s) como cociente de dos polinomios

Q(s) = , (7.3)

dando 5
Q(s) _ _ P(s)Ao(s) (7.4)

~ 1-Q(s)Go(s) ~ E(s) — P(s)Bo(s)
De la ecuacién (7.3) vemos que las condiciones necesarias y suficientes para que las restricciones
de interpolacién del Lema 5 puedan ser satisfechas son

K(s)

(i) Los ceros de E(s) estdn en la zona deseada,
(ii) Ag(s) es un factor de D(s), es decir, existe P(s) tal que P(s) = A¢(s)P(s), y
(iii)) Ap(s) es un factor de [1 — Q(s)G(s)]

Por lo tanto

P(s)Bo(s) P(s)Bo(s)
1-Q(s)G(s) =1 E(S)A(;(S) =1 E(SO
_ E(s) = P(s)Bo(s)
a E(s)

Asi, para satisfacer (iii), debera existir un polinomio L(s) tal que

E(s) — P(s)Bo(s) = L(s)Ao(s),

L(s)Ao(s) + P(s)Bo(s) = E(s)F(s), (7.5)

donde E(s) = E(s)F(s).

La ecuacién (7.5) la reconocemos como una ecuacién estdndar de asignacion de polos. Por eso,
eligiendo el orden de E(s), F(s), L(s), P(s) [demostrado en las transparencias de la Clase 9: Disefio
Bisico de Controladores SISO], podemos encontrar una tnica solucién L(s), P(s).

Dada una solucién (L(s), P(s)) de (7.5), es un resultado estdndar de algebra que cualquier otra

solucién (L(s), P(s)) puede ser expresada como

) = EG) (s) E(s) (7.6)
P(s) _ P(s) Ao(s)
@ = m + Qu (5) EO(S) ’ (77)

donde Q,(s) es una funcién de transferencia propia estable sin polos no deseados (la solucién satis-
face (7.5)).
Sustituyendo (7.5) en (7.4) tenemos

K(s) = —=. 7.8
Finalmente usando (7.6), (7.7) y (7.8), vemos que cualquier controlador que satisface las condi-
ciones deseadas puede ser parametrizado como en (7.1), (7.2). O

Nota 4. La ecuacién (7.2) vincula el método de parametrizaciéon afin con el de asignaciéon de polos.



7 Parametrizacién Afin. Caso Inestable Parametrizacion Afin de Controladores SISO - 19

Nota 5. El Lema 6 da una forma automadtica de parametrizar Q(s) de forma tal que las restricciones
de interpolacién dados en el Lema 5 son satisfechos autométicamente. De hecho, sustituyendo (7.5),
(7.6), (7.7) en (7.3)encontramos que

o) =1 114 a0 ]

donde Q,(s) tiene polos deseados. Se verifica entonces que la forma para Q(s) autométicamente
asegura que las restricciones de interpolacion (i) a (iii) del Lema 6 se cumplen.

Nota 6. Si Ay(s) posee polos deseados y no deseados, podemos escribir

Ao(s) = Ag(s)An(s),

donde A, (s) contiene polos no deseados. En este caso podemos escribir E(s) = A4(s)E(s) y (7.2) se
convierte en

Ay(s)Au(s)L(s) + Bo(s)P(s) = Aq(s)E(s)F(s)
Esta ecuacién requiere la existencia de un P(s) tal que P(s) = DP(s)Ay(s) y asi (7.2) se reduce a
Au(s)L(s) + Bo(s)P(s) = E(s)F(s). (7.9)
Cuando Ay(s) posee solo polos deseados, Ag(s) = E(s), Au(s) = 1,E(s) = 1 y podemos tomar

L(s) = F(s); P(s) = 0.
El resultado en el Lema 6 se reduce al dado en el Lema 1. Por supuesto, tenemos que
Q(s) = Qu(s).
[lustraremos la aplicamos del Lema 6 en el siguiente ejemplo
Ejemplo 4. Considerar el modelo de una planta nominal
s—4
(s—1)(s+4)

Supongamos que todos los polos a lazo cerrado yacen a izquierda de —0.5 en el plano complejo. También
requerimos que el controlador incluya accion integral.

Go(s) = (7.10)

1. Encontrar un controlador particular que satisfaga estas condiciones.

2. Parametrizar todos los controladores que satisfagan esta condicion.

Solucién.
1. Vemos que el polo a lazo abierto en —4 se encuentra en la regiéon deseada. Como se pide que
el controlador tenga accién integral, L(s) en (7.8) deber ser de la forma sL(s).

Entonces la ecuacion (7.9) se convierte en
s(s—1)L(s)+ (s —4) P(s) = E(s)F(s).

Para una tinica solucién, elegimos los grados de E(s)F(s), L(s) y P(s) como 3, 1 y 1 respecti-
vamente. Para ser especifico elegimos

E(s)E(s) = (52+4s+9) (s +10).

Encontramos que

- 2 ~ 1
L(s) =s+ %; P(s) = ~ (1735 4 135).

Asi una solucién particular es

(1735 4 135) (s + 4)

KE) = =65 7 203)
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2. Todas las posibles soluciones pueden ser expresadas como en (7.1) y luego de algunas simpli-
ficaciones, tenemos

sinrs) @0 [@iaty)

s (6s +263) (s —4) ’
[6(524—45%—9) (s+4)] ~Quls) [(52+4s+9) (s+4)]

donde Q,(s) es cualquier funcién de transferencia propia con los polos en la regiéon deseada.

K(s) = 7.11)

La parametrizacion (7.1) lleva a las funciones de sensibilidad nominales a las siguientes versio-
nes parametrizadas:

) = o) O Eyris 71
Sio(s) BEO((:))FL((:)) — Qu(s) ]:[1(%2)(15:)(]:)/ (7.14)
Suols) = ‘20((:));((:)) + Qu(s) é‘?f)(;)(]:) (7.15)

(7.16)

La parametrizacién del controlador desarrollada anteriormente puede ser descripta también en
la forma de diagrama de bloques. La ecuacién de K(s) implica directamente que el controlador es
como en la Figura 5

Estructua estabilizante

| S |
| £E) |
| LR(S) |
| |
i O— % Ufs) Planta —O :\
O ;

By (s) M Aq(s)

E(s) T E(s)

Qul(s)

Figura 5: Parametrizaciéon de Q para plantas inestables

Observamos que, por superposicion, la sefial de entrada U(s) en la Figura 5 puede ser escrita
como la suma de dos sefiales, una proveniente del lazo superior via % y la otra via Q,(s).

Entonces la entrada U(s) en la Figura 5 esta dada por

@ s:—@ 5 S Bo(s) s—AO(S) 5
EQUE = ~F Y@+ Qule) | Flue) - FEYE)

Es interesante también examinar la clase de todos los controladores estabilizantes para una plan-
ta pre-estabilizada. Consideremos la configuracién de la figura 6, notemos que la funcién transferen-

cia a lazo cerrado de planta pre-estabilizada es BFO((:)), donde A (s)L(s) + Bo(s)P(s) = E(s)F(s). Asi,

la Figura 6 corresponde a la Figura 1, donde Gy(s) fue reemplazada por la planta pre-estabilizada.
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Plana pre — estabilizaa

—————————————————————————

I R(s) I
| |
| |
O—Qu(s) : % Planta — £
| |
: = :
I ©) I
B,(s
E((s)) <‘>

Figura 6: Interpretacion de Q para una planta pre-estabilizada.

Un simple calculo muestra que el controlador de realimentacién unitaria equivalente en la Figu-
ra6es

Utilizando la expresién Ao(s)L(s) + Bo(s)P(s) = E(s)F(s), la expresién anterior puede ser sim-
plificada, quedando

R(s) = (&) Ao(s)L(s) + P(S)F(5)
L(s) [F(s) — Qx(s)Bo(s)]

Lema 7. Consideremos las estructuras de control de las Figuras 5y 6.

(i) Si Q«(s) es estable, entonces la Figura 6 siempre puede ser redibujada como la Figura 5, donde
Qu(s) toma el valor particular
Qx(s)L(s)

Qu(s) = “Fs) (7.17)

(ii) Si QL”(S) es estable, entonces la Figura 5 puede ser redibujada como la Figura 6 donde Q. (s)

toma el valor particular

_ F(s)Quls)
CE=T0
Demostracién. Igualando K(s) a K(s) encontramos que la relacién entre Q,(s) y Qx(s) es la dada por
(7.17). 0

Nota 7. La parte (i) del resultado anterior no es sorprendente, dado que el lazo en la Figura 6 es
claramente estable para Qy(s) estable, y asi, por el Lema 6 el controlador puede ser expresado como
en la Figura 5 para algtn Q,(s) estable. La conversién dada en la parte (ii) es mds interesante
ya que muestra que existen estructuras del tipo que se muestran en la Figura 5 que no pueden ser
expresadas como en la Figura 6. Sin embargo, si observamos la ecuacién (7.12) indica que se alcanza
baja sensibilidad si Q, (s) es elegido cercano a %(SS)) sobre la banda de frecuencia de interés. Asi, serfa

razonable elegir Q,(s) tal que QLH(S) sea estable. En este caso, la parte (ii) del Lema 7 muestra que es

posible pre-estabilizar la planta y después utilizar la representacion simple del Lema 1.
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